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1. Aufgabenstellung

In der vorliegenden Arbeit soll die Simulation und Optimierung eines Modells eines Oko-
systems gezeigt werden. Dabei findet das Blaualgen-Wachstums-Modell fuir den Barther
Bodden als Teil der Dar3-Zingster-Boddenkette VVerwendung.

Fur die Simulation sind Verfahren mit einer effizienten Schrittweitensteuerung einzubauen,
wobei die Steifheit und Empfindlichkeit der Differentialgleichungssysteme zu berticksich-
tigen ist.

Die Steuerung des Modells erfolgt durch die Entnahme von Detritus. Dafir ist ein geeigne-
tes Zielfunktional aufzustellen, eventuelle Beschrdnkungen sind zu beachten.

Als Optimierungsverfahren ist das Verfahren der konjugierten Gradienten zu implementie-
ren. Dieses ist mit anderen Optimierungsverfahren in Hinsicht auf Anwendbarkeit und
Konvergenzverhalten zu vergleichen.

Die Implementierung der Algorithmen erfolgt in der Programmiersprache C, die Auswer-
tung in graphischer Form.

Die durch die Optimierung erhaltenen Ergebnisse sind mit den realen GroRRen fir eine még-
liche Steuerung zu vergleichen.
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2. Entwicklung des Blaualgen-Wachstums-Modells

Die DarB-Zingster-Boddenkette stellt mit fast 200 km? Flache und einem Wasservolumen
von etwa 400 Millionen m® einen nicht zu unterschatzenden Anteil an den inneren Kiisten-
gewassern dar. Auf Grund des begrenzten Wasserdargebotes im Binnenland kommt diesem
Wasserreservoir eine groRe Bedeutung im Hinblick auf verschiedene Nutzungsmaglichkei-
ten zu.

Fur die Bewirtschaftung der Darf3-Zingster-Boddenkette sind insbesondere die Brauch-
wasserversorgung von Industrie und Landwirtschaft, die Fischerei, das Transportwesen, die
Abproduktbeseitigung (Nutzung des Selbstreinigungspotentials) und das Erholungswesen
von Bedeutung.

Der anthropogene Einflu3 hat sich in den letzten Jahren vor allem durch einen verstarkten
Néhrstoffeintrag (Abwaésser aus Haushalten, Industrie und Landwirtschaft) bemerkbar ge-
macht. Diese verstarkte Einleitung von (Phosphor- und) Stickstoffverbindungen schrénkt
die limitierende Wirkung der Néhrstoffe auf die Photosynthese stark ein. Das jederzeit aus-
reichende Angebot an Pflanzennéhrstoffen ruft eine starke Steigerung der Bioproduktion
der Priméarproduzenten (Algen) hervor. Der grote Teil der produzierten Pflanzensubstanz
wird jedoch nicht von den Konsumenten gefressen, sondern als Detritus im Gewasser ak-
kumuliert. Die Rolle der Konsumenten ist damit herabgesetzt.

Die Ursachen sind nicht zuletzt das veranderte Nahrungsangebot (minderwertige Blaual-
gen) und die verstarkte Sauerstoffzehrung in den tieferen, lichtarmen Gewasserschichten,
wobei der Sauerstoffschwund durch den heterotrophen Abbau der verstarkt anfallenden
Substanzen hervorgerufen wird.

Aus all dem resultiert eine zunehmende Eutrophierung des Okosystems, die zu einer erheb-
lichen Verschlechterung der Wasserqualitat fiihrt.

Aufgabe muB es sein, den verhangnisvollen ProzeR der Eutrophierung aufzuhalten und da-
mit das Okosystem mit gerechtfertigtem Aufwand auf ein Gleichgewicht mit einer Wasser-
qualitat, die eine Mehrfachnutzung erlaubt, einzustellen.

Die Sektion Biologie der Universitat Rostock leistete mit Forschungsarbeiten zur Analyse
des Okosystems Barther Bodden als Teil der DarR-Zingster-Boddenkette einen grundlegen-
den Beitrag zur Entwicklung einer Bewirtschaftungskonzeption ([Vie82] und [Wie]).
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Das gesamte erstellte Modell fiir das Okosystem Barther Bodden umfaRt 24 gekopppelte
gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung (24 DGL). Es handelt sich um ein deter-
ministisches Modell mit zeitabhangigen konzentrierten Parametern. Eine rdumliche Struk-
turierung wird nur durch die Unterteilung des Modells in zwei Schichten (Pelagial und
oberste Sedimentschicht) erreicht. Innerhalb dieser Schichten gibt es keine radumliche Diffe-
renzierung der ZustandsgrofRen. Die im Modell enthaltenen 24 ZustandsgroRen beschreiben
die wesentlichen biologischen und chemischen Komponenten des Okosystems Barther
Bodden.

Dieses Gesamtmodell beinhaltet viele der real im System vorhandenen Zusammenhénge
und Abhangigkeiten. Allerdings bestehen erst seit Anfang 1993 die Moglichkeiten der kon-
tinuierlichen Erfassung der verschiedensten ZustandgroRRen des Barther Boddens. Deshalb
ist bis heute noch keine ausreichende Validierung der Modellparameter moglich gewesen.
Mit den in né&chster Zeit zur Verfligung stehenden MelRergebnissen dirfte es dann nicht
mehr lange dauern, bis das Gesamtmodell (24 DGL) zu einem breiten Einsatz kommt.

Fur die Simulation des Okosystems und nachfolgende Optimierungsrechnungen wurde
deshalb in [Kun] aus dem Gesamtmodell ein *Minimalmodell" abgeleitet, das als Grundla-
ge fur die folgende Arbeit diente.
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3. "Minimalmodell**

Im folgenden soll die Struktur des Minimalmodells (6 DGL) naher gezeigt werden. Dabei
werden alle GroRRen (Hilfsgrélien und Zustandsdifferentialgleichungen), die fur die Arbeit
mit diesem Modell nétig sind, dargestellt und ihre Zusammenhénge erléautert.

Wie jedes Modell, so stellt auch das hier verwendete Modell nur eine Approximation des
realen Prozesses dar. Doch aufgrund der nachgewiesenen strukturellen Ahnlichkeit kann
das grundlegende Verhalten dieses Okosystems mit Hilfe des Modells untersucht werden.

3.1. Modellstruktur

Das "Minimalmodell™ ist ein vollstdndig gekoppeltes, steuerbares System und hat wei-
testgehende strukturelle Ahnlichkeit mit dem Gesamtmodell, die Dimension ist niedriger
(nur 6 statt 24 DGL) und damit ist das Modell besser (iberschaubar.

Von den drei im Gesamtmodell enthaltenen Phytoplanktonhauptgruppen (Grin-, Kiesel-
und Blaualgen) wurden die Blaualgen ausgewahlt. Ursache dafir ist, dal’ die Blaualgen
quantitativ den groBten Anteil der Algen bilden. In der Nahrungskette spielen sie eine un-
tergeordnete Rolle, da sie kaum von Konsumenten gefressen werden. Somit ist gerade ihre
Begrenzung und Verminderung ein Gradmesser fur die Wassserqualitat.

Das "Minimalmodell™ (ab jetzt Blaualgenmodell) ist ein System aus 6 gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung. Es umfaf3t den Teilprozel des Blaualgenwachstums in einer
Kausalkette.

Blaualgen und Detritus sind durch je 2 Gleichungen (Masse- und Stickstoffgehalt) vertre-
ten. AulRerdem sind organischer und anorganischer Stickstoff im Modell enthalten. Die Mi-
kroorganismen als Destruenten werden nur indirekt in den Gleichungen fir den organi-
schen und anorganischen Stickstoff berlcksichtigt. Ihr EinfluB wird im Abbau des organi-
schen zum anorganischen Stickstoff sichtbar. In Abb. 1 sind die Beziehungen der einzelnen
ZustandgroRen tbersichtlich gezeigt. Eine ausfuhrliche Erlauterung der Wechselbeziehun-
gen erfolgt bei der Beschreibung der Zustandsgleichungen.
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Licht —> Blaualgen
BA, NBA
Temperatur —> (BA, )
Photosynthese | Aufnahme fur ; Mortalitat
Primarproduktion Aufnahme fur
Priméarproduktion

Anorganischer

Stickstoff Detritus
(NAO) (D, ND)
Exkretion
Abbau durch ‘ |
Mikroorganismen Org anischer Autolyse
Stickstoff
(NO)

Abb 1: Struktur des Blaualgen-Modells

3.2. Zustandsdifferentialgleichungen

Das Zustandsdifferentialgleichungssystem des Modells a3t sich mathematisch wie folgt
angeben:

d,(t) q,(t)] [u,(t) q(t,) = q, :Startvektor
S | q(t):Zustandsvektor
g, (t) q,(t)] |u,(t) u(t):Steuervektor

Die einzelnen ZustandsgréRen sind vom Licht und der Temperatur sowie einigen Konstan-
ten abhangig.

3.2.1. Hilfsberechnungen

Im Modell werden verschiedene Temperaturen verwendet, die sich jahreszeitlich veran-
dern, genauso wie das Licht. Die GroRen sind in diesem Modell nicht durch Tabellenfunk-
tionen gegeben, sondern es wurden Hilfsberechnungen eingefihrt, die die Handhabung bei
der Simulation des Modells vereinfachen. (t = Tag innerhalb des aktuellen Jahres)

e  tagesabhangige Temperatur
temp = (0,44 +0,41-sin(n /180-(t—114,0)))-20,0

o Temperatur fir Photosynthese
tp = 0,1+ 0,003045- temp?

o Temperatur fir Respiration (Atmung)
tr = 0,34 +0,0013941. temp®
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o Temperatur fir Mortalitat (Absterben der Blaualgen)
tmBA =tr

o Temperatur fir Abbau des Detritus (abgestorbene Biomasse)
tmD = 0,165+ 0,002128- temp?

o Temperatur fir Stickstoffumwandlung durch Mikroorganismen
tmi = 0,49 + 0,002 - temp® + 0,017 - temp

o Photoperiode
fp=0,5+0,19-sin(/180-(t-78,0))

J Globalstrahlung
ig =(264,6+241,2-sin(x/180-(t-82,4)) +12,5-sin(n /180-(2t-58,3))) / fp

¢  temperaturabhangige Sattigungslichtintensitat
ist = 43, 3- (1,11(1€mP-100)y

o eingestrahlte Lichtmenge
IBA = fp- 2,001/ - (el19ste ™ e

o tatséchlich verwendeter Stickstoff
nBA = (g, —NBAmin)/(q, - NBAmin + Ksns), wenn g, < Nkrit
nBA = (Nkrit - NBAmin) / (Nkrit - NBAmin + Ksns), wenn g, > NKkrit

o Minimumfunktion: tatsachlich verwendeter Stickstoff (nBA) und eingestrahlte
Lichtmenge (iBA) bilden die Begrenzung fur die Assimilation:

minfkt = MIN(nBA,iBA)
AuRerdem sind sémtliche Prozesse von zeitinvarianten Koeffizienten abhangig:

. maximale Assimilationsrate
pumax = 1,137 d*

o Respirationsrate der Blaualgen
Kr_BA =0,005733 kcal-d™*-m?

o Mortalitatsrate der Blaualgen
Km_BA =0,0088 kcal-d*-m™

o Exkretionsrate der Blaualgen
Ke BA =0,0064 kcal-d™*-m?

o Aufnahmerate des anorganischen Stickstoffes durch Blaualgen
KtrNAO = 1,133 kcal-mg_at-d*

Inv.-Nr.: 200-93D-145 "Simulation und Optimierung eines Blaualgen-Wachstums-Modells", 1993
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Aufnahmerate des organischen Stickstoffes durch Blaualgen
KtrNO =0,1133 kcal -mg_at-d*

Halbsattigungskonstante des anorganischen Stickstoffes
KsNAO =1,0 mg_at-m®

Halbsattigungskonstante des organischen Stickstoffes
KsNO =4,0 mg_at-m?

Abbaurate des Detritus
KaD =0,04d*

Abbaurate des organischen Stickstoffes
KamiNO =0,0083 d*

Halbsattigungskonstante des internen Stickstoffgehaltes der Blaualgen
Ksns = 0,07 mg_at-kcal™

minimaler Stickstoffgehalt der Blaualgen
NBAmin = 0,38 mg_ at-kcal™

kritischer Stickstoffgehalt der Blaualgen
Nkrit = 0,88 mg_ at-kcal™

maximaler Stickstoffgehalt der Blaualgen
N _BA =1,36 mg_at-kcal™

Extinktionskoeffizient (Lichtschwéchung durch Absorbtion und Streuung)
e=246 m*

Startwerte der Zustandsgrofien fur die Simulation

Blaualgen-Biomasse : 3,13 kcal-m?
Blaualgen-Stickstoffgehalt : 1,33 mg_at-kcal™
Detritus : 35,3 kcal-m?
Detritus-Stickstoffgehalt : 0,684 mg_at-kcal™
Organischer Stickstoff : 123,5mg_at-m*

Anorganischer Stickstoff : 34,4 mg_at-m®
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3.2.2. Blaualgen

Die Blaualgen sind im Modell durch 2 Differentialgleichungen représentiert - die Blaual-
gen-Biomasse und den Stickstoffgehalt der Blaualgen.

Die Blaualgen-Biomasse setzt sich zusammen aus:

g, = BA = umax - tp-minfkt-q, (Assimilation)
-Kr_BA-tr-q, (Respiration)
-Km_BA-tr-(1-minfkt)-q,> (Mortalitét)
-Ke_BA-q,’ (Exkretion)

Die Assimilation hangt von der maximalen Assimilationsrate und der limitierenden Mini-
mumfunktion (Stickstoff oder Licht) ab. Die Minimumfunktion stellt somit die Kopplung
zum Stickstoffgehalt der Blaualgen her. Die Nettoproduktion setzt sich dann aus der Assi-
milation verringert um Respiration, Mortalitat und Exkretion zusammen.

Der Stickstoffgehalt der Blaualgen berechnet sich mit:
g, = NBA = KtrNAO- (1-q,/N_BA)-q,/(KsSNAO +q,) (anorg.Stickstoff)
+ KtrNO - (1-q,/N_BA)-q./(KsNO +q,) (org. Stickstoff)
+Kr_BA-tr-q,-q, (Respiration)
- umax - tp - minfkt - q, (Assimilation)

Der Stickstoffgehalt der Blaualgen erhoht sich durch die direkte Aufnahme von anorgani-
schem und organischem Stickstoff sowie die Respiration. Er verringert sich durch die As-
similation.

Die Aufnahmerate des Stickstoffs hangt von der Differenz des maximalen zum real vor-
handenen Stickstoff ab. Bei relativ geringem Stickstoffgehalt der Blaualgen ist deshalb die
Aufnahmerate hoch.

3.2.3. Detritus

Der Detritus ist das Zerfallsprodukt der abgestorbenen Biomasse. Sein Abbau erfolgt durch
Autolyse (Selbstauflésung durch eiweilabbauende Enzyme).

Er berechnet sich zu:

G, = D= Km_BA-tr-(1- minfkt)- ql2 (Absterben der Blaualgen)
-KaD-tmD-q, (Autolyse des Detritus)
Inv.-Nr.: 200-93D-145 "Simulation und Optimierung eines Blaualgen-Wachstums-Modells", 1993
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Der Stickstoffgehalt des Detritus errechnet sich mit:

d, = ND = Km_BA-tr-(1-minfkt)-q,” - (9, -9,)/a;

3.2.4. Stickstoff

Der organische Stickstoff wird durch die Autolyse des Detritus und die Exkretionsverluste
der Blaualgen vermehrt. Er wird durch die direkte Stickstoffaufnahme der Blaualgen und
durch seinen Abbau zu anorganischem Stickstoff durch Mikroorganismen verringert.

Der organische Stickstoff berechnet sich durch:

g; =NO=KaD-tmD-q,-q, (Autolysedes Detritus)
+Ke_BA- ql2 -q, (Exkretionsverluste)
- KamiNO - tmi - q; (Abbau durch Mikroorganismen)
-KtrNO - (1-q,/N_BA) (Aufnahme durch Blaualgen)

Qs /(KSNO"'qs) q,

Der anorganische Stickstoff wird mittels Abbau durch Mikroorganismen aus dem organi-
schen Stickstoff gebildet und durch die Blaualgen verbraucht.

Er berechnet sich zu:
gs = NAO = KamiNO-tmi-q; (Abbau durch Mikroorganismen)

-KtrNAO- (1-q,/N_BA) (Aufnahmedurch Blaualgen)
Je /(KSNAO+ QG) Q,

Inv.-Nr.: 200-93D-145 "Simulation und Optimierung eines Blaualgen-Wachstums-Modells", 1993
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4. Grundlagen der Simulation

Das Modell des Barther Boddens ist als System von Differentialgleichungen (DGL) gege-
ben. Die Simulation entspricht der Losung dieses Differentialgleichungssystems (DGLS)
uber den interessierenden Zeitraum. Oft wird dies als Losung eines Anfangswertproblems
bezeichnet.

Mit den bekannten Werten der Variablen des DGLS zum Beginn des Zeitraums hat das
DGLS eine exakte Ldsung zu jedem spateren Zeitraum. Allerdings laBt sich diese exakte
Losung nur in den seltensten Fallen direkt ermitteln. Hier hilft der Computer weiter. Es gibt
leistungsfahige Algorithmen, die eine schnelle und genaue Ldsung solcher Probleme er-
maoglichen.

4.1. Simulationsverfahren

Bei der numerischen Lésung ist die Frage, wie effektiv der Algorithmus arbeitet. Das Ziel
sind genaue Ergebnisse mit einem maglichst geringen Aufwand. Im Laufe der Jahre wur-
den verschiedene Verfahren entwickelt, die im folgenden vor allem unter diesem Gesichts-
punkt erlautert werden sollen.

4.1.1. Das EULERsche Polygonzugverfahren

Die einfachste und auch anschaulichste Methode ist das EULERsche Polygonzugverfahren.

Gegeben sei eine DGL 1. Ordnung y = f(t, y) mitdem Startpunkt y(t,) = y,. Die Funktion
y = f(t,y) definiertin jedem Punkt die Steigung der Lésungskurve, die durch diesen Punkt
hindurchgeht und damit auch fur den Startpunkt. Fir ein kurzes Zeitintervall (die Schritt-
weite h) wird die Losungskurve durch ein Geradenstiick angenahert. Dabei ist die Geraden-

steigung gleich der Steigung der Lsungskurve durch den Punkt. Damit ergibt sich folgen-
de Formel: V.., = Yawen T N T (toien Yacwen ) » di€ einen neuen Wert der DGL zur Zeit

to, =t + h liefert, der als neuer Startpunkt verwendet werden kann und so weiter bis
zum Ende des Zeitraumes.

aktuell

Dieses Verfahren ist einfach und funktioniert gut fiir einfache DGL bzw. geringe Forderun-
gen an die Genauigkeit der Losung. Aber fiir hohere Forderungen an die Genauigkeit muf3
die Schrittweite sehr klein gewéhlt werden, um den Fehler durch die stiickweise Linearisie-
rung nicht zu gro3 werden zu lassen. Damit steigt der Aufwand durch die Auswertung der
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DGL, was vor allem bei aufwendigen DGLS zu einem starken Anstieg der bendtigten Re-
chenzeit fihrt.

4.1.2. Das klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren

Ebenfalls seit vielen Jahren ist das klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung be-
kannt. Hierbei wird der neue Punkt der L6sungskurve nicht durch eine einfache Gerade-
napproximation ermittelt, sondern iber die Berechnung von 4 HilfsgréRen nach folgenden
Gleichungen:

Ko =N F(toens Yaxwen)

Ky =D F (en ¥ 50 Yauen +52)
Ky = hf (taen + 3+ Yakawen +%
Ky =N F(tyuen + N0 Yoen +K2)

Die erste Hilfsgrolie (k,) wird wie beim EULERschen Polygonzugverfahren berechnet.
Dann folgen zwei Auswertungen in der Mitte des betrachteten Intervalls, wobei jeweils das
Ergebnis der vorigen HilfsgroRenberechnung bertcksichtigt wird. Die vierte HilfsgroRe
(k;) wird am Ende des Intervalls ermittelt. Aus diesen 4 Werten errechnet sich der neue

Punkt:

— 1 1 1 1
Yieu = Yaktel +(€k0 +§ kl +§ k2 +§k3)

Auch bei diesem Verfahren l&it sich durch die Wahl der Schrittweite das Ergebnis der ge-
forderten Genauigkeit anpassen. Fur eine hinreichend kleine Schrittweite kann die wahre
Losung beliebig genau angenédhert werden.

Fur eine Arbeit mit diesem und allen anderen Verfahren ist eine Abschétzung des aufgetre-
tenen Fehlers pro Schritt und tiber den gesamten Zeitbereich notwendig. Der Fehler ist die
Differenz aus berechnetem und exaktem Wert und abhangig von der Schrittweite (h) und
der Ordnung (q) des Verfahrens:

Y berechnet = Y exakt = O(hq+1) = AySchritt ~ hq+1 und Aygesamt ~h% fir h—>0

Das EULERsche Polygonzugverfahren ist 1. Ordnung. Durch Halbierung der Schrittweite
wird eine Fehlerverkleinerung pro Schritt auf (h)%* ~ LAy, erreicht. Mit anderen

Worten, durch Verdopplung der Schrittzahl wird ein doppelt genaues Ergebnis erreicht.

Fur das klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung sieht diese Bilanz etwas besser
aus: ($h)** =~ L Ay,,... Durch eine Verdopplung der Schrittzahl wird ein (im Idealfall)
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16mal genaueres Ergebnis erreicht. Dies zeigt, warum das klassische RUNGE-KUTTA-
Verfahren so populér ist und auch heute an vielen Stellen ein gut geeignetes Verfahren ist.

Ein Problem bleibt noch. Die absolute Grol3e des Fehlers pro Schritt kann immer noch nicht
abgeschétzt werden (die Abschatzung des Gesamtfehlers ist Gegenstand der aktuellen For-
schung, siehe [DP89]). Bei einem oft verwendeten Verfahren wird der letzte Schritt noch
einmal mit der halben Schrittweite durchgeftihrt, die Differenz der beiden ermittelten Werte
gebildet und mit einer vorgegebenen Fehlerschranke verglichen. Ist die Differenz kleiner,
war der erste Schritt gliltig und es kann mit derselben oder sogar einer gréfieren Schrittwei-
te weitergerechnet werden. War die Differenz grofer als die Fehlerschranke, so muf3 der
Schritt mit einer kleineren Schrittweite wiederholt werden.

Mit diesem einfachen Algorithmus ist eine leichte Steuerung der Schrittweite in Abhangig-
keit des Fehlers pro Schritt im Vergleich zu einer vorgegebenen Fehlerschranke moglich.
Einen Nachteil hat die Einfachheit aber: sie hat eine Verdopplung des Rechenaufwandes
zur Folge. Dies kann zwar am Ende immer noch effektiver sein, als ohne Schrittwei-
tensteuerung zu arbeiten, aber im folgenden werden Verfahren gezeigt, die eine effektivere
Berechnung des entstandenen Fehlers mit einer hohen Ordnung verbinden.

4.1.3. Eingebettete RUNGE-KUTTA-Verfahren

Bei den eingebetteten Verfahren, die seit den 60'er Jahren entwickelt wurden, werden zwei
RUNGE-KUTTA-Formeln unterschiedlicher Ordnung miteinander kombiniert. Der Wert
der Formel mit der hoheren Ordnung und damit der genauere von beiden wird als neuer
Punkt weiterverwendet. Die Differenz mit dem Wert der Formel niedrigerer Ordnung wird
als MaR fur den Fehler fiir die Schrittweitensteuerung benutzt.

Die Koeffizienten werden so gewahlt, dal3 die Berechnungen fiir die Formel niedrigerer
Ordnung bei der hoherer Ordnung wiederverwendet werden kdnnen. Dies bedeutet, daf3
z.B. fur ein eingebettetes Verfahren 6.(5.) Ordnung 7 HilfsgréRen fiir die Formel 6. Ord-
nung und mindestens 1 zusatzliche Hilfsgrole fiir die Kontrollformel 5. Ordnung, insge-
samt 8 HilfsgroRen (s = 8, Anzahl der HilfsgroRen) bendtigt werden [Feh69].

Die Berechnungen der RUNGE-KUTTA-Verfahren lassen sich in allgemeiner Form
schreiben. Fur die Hilfsgrolien ergibt sich:

i1 i1
Ki = (tawen + CiNawens Yerwen + haktuellzaijkj) mit ¢, = Zaij und i=0,..s-1
i=0

=0
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Der neue Punkt berechnet sich nach:

s1
Yoeu = Yarwen T Naxen z b;k; (Ordnung q)
i=0

Die Gleichung zur Fehlerberechnung ist bis auf die Koeffizienten identisch mit der zur Be-
rechnung des neuen Punktes:

s1 .
9neu = yaktuell + haktuell ’ Zbiki (Ordnung p)
i=0

Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich nur in der Ordnung und den Koeffizienten.
Auch das klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren l4i3t sich in dieser Form angegeben.

a; bi G
0 0 0|10
1 0 0|L1|% mitg=4unds=4;keinp=keinb
0 5 0|33
0 0 111

Eines der bekanntesten Formelpaare wurde von FEHLBERG 1969 [Feh69] vorgestellt, von
ihm als RK5(6) bezeichnet. (Bei diesem wird der Wert der Formel mit der niedrigeren Ord-
nung als neuer Punkt weiterverwendet.)

a; b, b, C;
0 = | w% 0
i 0 0 %
5 -8 5 2 2 2 mitp=6
3 o 4 8 B8t s=s
361 _18 407  _ 11 55 S 0 1
320 5 128 80 128 66
w0 0 % -~ m O % | O
W ~5 w ~iwe w0 1 % | 1

In den letzten Jahren wurden neue RUNGE-KUTTA-Formelpaare vorgestellt, die auf Effi-
zienz und kleine Fehler-Koeffizienten getrimmt wurden, um so mit einer moglichst groRen
Schrittweite arbeiten zu kénnen. Mehrere Arbeiten verdffentlichten DORMAND und
PRINCE zu diesem Thema. Als Beispiel sei ihr Formelpaar RK5(4)7 aufgefihrt:
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a; b, b; C,
0 35 5179 0
384 57600
1 1
5 O O 5 q — 5
3 9 500 7571 3
40 40 1113 16695 10 H —
mit p=4
44 _56 32 125 393 4
45 15 9 192 640 5 - 7
19372 _ 25360 64448 _ 212 _ 2187 _ 92097 8
6561 2187 6561 729 6784 339200 9
9017 _ 355 46732 49 _ 5103 11 187 1
3168 33 5247 176 18656 84 2100
35 500 125 _ 2187 11 1
384 O 1113 192 6784 84 O 40 1

Weitere Formelpaare finden sich in [Feh69], [Feh70], [Feh85], eine gute Ubersicht geben
[Hei] und vor allem [HNW].
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5. Simulation des Blaualgen-Modells

Die folgenden Diagramme zeigen die Ergebnisse der Simulation des Blaualgenmodells
Uber einen Zeitraum von 1 Jahr (365 Tage).

5.1. Blaualgen

Die Abb. 2 zeigt, wie
sich die Blaualgen-
Biomasse im Verlauf
eines Jahres veran-
dert. Im Winter und
zeitigen Frihjahr ist
sie gering. Mit zu-
nehmendem Licht und
steigender Er-
warmung erhoht sie
sich und erreicht um
den 175. Tag (Ende

30

25 4

20

0

Abb 2: Blaualgen-Biomasse tber 1 Jahr

50

100
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200

1.4

12 4

0,8 -

0,6

04 -

0 T T

0 50 100

150

200

250

300

Abb 3: Stickstoffgehalt der Blaualgen tiber 1 Jahr

350

250 300 350

Juni) ein Maximum.
Auf diesem Niveau
bleibt die Blaualgen-
Biomasse, bis sie ab
dem 220. Tag (An-
fang August) wieder
absinkt. Die Begren-
zung ab dem 175. Tag
erfolgt vor allem
durch den Mangel an
anorganischem Stick-
stoff, der zu diesem
Zeitpunkt nahezu auf
Null absinkt (siehe
Abb. 7).
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Den Stickstoffgehalt der Blaualgen zeigt Abb. 3. Die Abnahme des Stickstoffgehaltes wéh-
rend des Sommers ist deutlich. Der starke Abfall zwischen dem 160. und 170. Tag korre-
spondiert mit dem mangelnden anorganischen Stickstoff und dem starken Wachstum der
Blaualgen zu diesem Zeitpunkt.

Das gleichbleibende Niveau uber 40 Tage, das zeitlich mit der maximalen Blaualgen-
Biomasse zusammenfallt zeigt, dal} das Angebot an Stickstoff zu diesem Zeitpunkt nicht
ausreichend ist. Anorganischer Stickstoff ist praktisch keiner vorhanden, organischer Stick-
stoff steht erst ab dem 170. Tag in hoherer Konzentration zur Verfiigung (siehe Abb. 6).

5.2. Detritus

Der Detritus (Abb. 4) folgt der Blaualgen-Biomasse mit einer zeitlichen Verzdgerung von
etwa 50 Tagen. Das Minimum liegt um den 130. Tag (Anfang Mai). Danach erfolgt ein
kontinuierlicher Anstieg bis zum Maximum um den 230. Tag (Mitte August). Mit abneh-
mender Blaualgen-Biomasse sinkt auch wieder der Detritusgehalt. Im Gegensatz zur Blau-
algen-Biomasse gibt es kein gleichbleibendes Niveau um das Maximum. Es fehlen die har-
ten Begrenzungen durch fehlenden Stickstoff, die die Blaualgen-Biomasseproduktion be-
grenzen. Durch die

zeitliche Verzdgerung 100

zwischen beiden 90 |
bleibt der Detritus nur 80 |
kurzzeitig auf seinem 70 |
Maximum. 5 |
50
40 -
30
20
10
0 \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300 350
Abb 4: Detritus Uber 1 Jahr
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Der Stickstoffgehalt
des Detritus (Abb. 5)
erreicht sein Maxi-
mum um den 160.
Tag. Danach féllt er
zu seinem Minimum
um den 230. Tag ab.
Diese Werte ent-
sprechen denen des
Stickstoffgehaltes der
Blaualgen, allerdings
ist auch hier, wie bei
Detritus und Blau-
algen-Biomasse, das
Verhalten nicht so
hart, die Anstiege der

08

0,6

04

0,2

0

50

100

150

200

250 300 350

Abb 5: Stickstoffgehalt des Detritus Gber 1 Jahr

Kurven in den zugehorigen Zeitraumen sind beim Detritus flacher.

5.3. Stickstoff

In Abb. 6 ist das Verhalten des organischen Stickstoffes dargestellt. Vom Beginn des Jahres
bis zum 125. Tag (Anfang Mai) fallt er kontinuierlich ab. Ursache ist der Verbrauch durch

140

120 +

100

80

60 -

20 A

0 T T

0 50 100

150

200

250

Abb 6: Organischer Stickstoff tGiber 1 Jahr

300

350

das Wachstum der
Blaualgen und der
Abbau durch Mikro-
organismen zu anor-
ganischem Stickstoff.

Erst mit Zunahme des
Blaualgenwachstums
(Exkretionsverluste)
sowie  nachfolgend
dem Abbau des Detri-
tus steigt der Gehalt
an organischem Stick-
stoff und bleibt ab
dem 170. Tag auf ei-
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nem fast gleichbleibend hohem Niveau bis zum 300. Tag (Mitte November).

Das Verhalten des anorganischen Stickstoffes (Abb. 7) ist genau entgegengesetzt dem des
organischen Stickstoffes. Um den 120. Tag hat er sein Maximum, fallt dann innerhalb von
40 Tagen zum 160. Tag auf Null ab und steigt erst ab dem 290. Tag wieder an.

Der rapide Abbau des anorganischen Stickstoffes erfolgt durch das rasche Wachstum der

Blaualgen. Durch den

Mangel an Stickstoff
90 wird das Blaualgen-
80 | wachstum dann ab
dem 170. Tag radikal
gebremst, der anorga-
nische Stickstoff war
nur Tage vorher auf-
40 gebraucht.

50

30

20

10 +

O T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350

An mehreren Stellen
wird in den Zustands-
gleichungen die Mi-
nimumfunktion ver-
wendet. An dieser Stelle sollen die Funktionen und GroRen graphisch dargestellt werden,
die die Minimumfunktion bilden.

Abb 7: Anorganischer Stickstoff (iber 1 Jahr

Die Minimumfunktion ist das Minimum aus tatsachlich verwendetem Stickstoff (nBA) und
eingestrahlter Lichtmenge (iBA). Der tatséchlich verwendete Stickstoff ist eine Konstante,
wenn ein kritischer Wert NKkrit fur den Stickstoffgehalt der Blaualgen nicht unterschritten
wird. In Abb. 8 ist gut zu sehen, wie Nkrit um den 160. Tag unterschritten wird, der tat-
séchlich verwendete Stickstoff sackt ab. Erst nach dem 270. Tag liegt der Stickstoffgehalt
der Blaualgen wieder Gber NKkrit.
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1.4

12 +

1,,

08 t+

06 +
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02 t+

Blaualgen-Stickstoffgehalt - ---- tatséchlich verwendeter Stickstoff
0 | | 1

0 50 100 150 200 250 300 350

Abb. 8: Stickstoffgehalt der Blaualgen und tatséchlich verwendeter Stickstoff

Eine Darstellung der die Minimumfunktion bildenden GroRen nBA und iBA ist in Abb. 9
zu sehen. Fast das ganze Jahr (ber ist die eingestrahlte Lichtmenge iBA kleiner als der tat-
séchlich verwendete Stickstoff. Nur vom 180. bis zum 220. Tag wird fir die Minimum-
funktion der Wert des tatséchlich verwendeten Stickstoffes benutzt. Dieser Zeitraum ist
derselbe, in dem die Blaualgen-Biomasse ihren Maximalwert erreicht.

1

09 —+
08 t+ \ ’
0,7 + '
06
05 +
04 +
03 +
02
0,1 +

————— tatsachlich verwendeter Stickstoff
0 | | | | 1 1 1

eingestrahlte Lichtmenge

0 50 100 150 200 250 300 350

Abb. 9: Komponenten der Minimumfunktion

5.4. Vergleich der verwendeten Simulationsverfahren

Die Simulation des Blaualgen-Modells wurde mit 3 verschiedenen Verfahren durchgefiihrt:
RUNGE-KUTTA 4. Ordnung (RK4), RUNGE-KUTTA-FEHLBERG (RK4(5)) und
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DORMAND-PRINCE (DP5(4)). Im Vergleich der erhaltenen Simulationsergebnisse erga-
ben sich keine Unterschiede, solange bei allen Verfahren mit einer ausreichenden Genauig-
keit gearbeitet wurde. Der Vorteil der Verfahren mit Schrittweitensteuerung (RK4(5) und
DP5(4)) ist, dal? sie sich in Abhangigkeit einer vorgegebenen Fehlergrenze allein die ent-
sprechende Schrittweite fur den jeweiligen Schritt suchen, fiir das Verfahren mit fester
Schrittweite (RK4) mufte diese durch Versuche ermittelt werden.

Die folgende Tabelle gibt eine vergleichende Ubersicht der Verfahren in Bezug auf Schritt-
zahl, Schrittweite und benétigte Rechenzeit (auf einem 486D X/33MHz mit 256K Cache,
16MB RAM, davon 8MB als Ramdisk zum Speichern der Zwischenwerte) bei vorgegebe-
ner relativer Fehlergrenze fur eine Simulation tiber 1 Jahr:

Simulationsverfahren relative Schrittweite | Schrittzahl Rechenzeit
Fehlergrenze| min/max | notw./gesamt

RUNGE-KUTTA: RK4 keine 0,14/d 2555 48s
RUNGE-KUTTA- 1.E-3 0,14/3,56 618/694 255
FEHLBERG: RK4(5) 1.E-5 0,062/2,86 1020/1268 45s
1.E-7 0,041/1,29 2150/2656 9,4s
DORMAND-PRINCE: 1.E-3 0,16/3,74 566/606 245
DP5(4) 1.E-5 0,073/2,80 983/1220 49s
1.E-7 0,043/1,31 2033/2513 10,2 s

Wie aus der Tabelle zu ersehen ist, bewirken die beiden Verfahren mit Schrittweitensteue-
rung (RK4(5) und DP5(4)) eine deutliche Verringerung der Schrittzahl, solange eine ver-
nlnftige relative Fehlergrenze verwendet wird. Dabei ist eine Fehlergrenze von 1.E-3 flr
die Simulation schon zu grofl? gewahlt, sie bringt zwar noch richtige Ergebnisse, allerdings
zeigte die graphische Auswertung einige Kanten, die bei kleineren Fehlergrenzen nicht auf-
treten. Bei 1.E-7 ist die Fehlergrenze wiederum kleiner als notwendig, die Ergebnisse zei-
gen keine anderen Werte als bei 1.E-5.

Ob das Verfahren RK4(5) oder DP5(4) gewéhlt wird, hdngt davon ab, ob mit héherer Ge-
schwindigkeit oder mit geringerem Speicherbedarf gerechnet werden soll. Aus der Tabelle
ist zu ersehen, dal} DP5(4) bei gleicher Fehlergrenze mit weniger Schritten auskommt bzw.
mit grolRerer Schrittweite rechnet. Da das Blaualgen-Modell aber einen relativ hohen Auf-
wand bei der Berechnung bendtigt, resultiert aus der kleineren Schrittzahl kein Zeitgewinn.
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Dieser erwartete Zeitgewinn wird dadurch aufgehoben, dal3 das DP5(4)-Verfahren einen
hoheren Aufwand pro Schritt erfordert.

In dieser Arbeit wurde meist mit dem DORMAND-PRINCE-5(4)-Verfahren gearbeitet, da
es mit einem geringeren Speicherplatz auskommt, die relative Fehlergrenze wurde wéhrend
der Optimierung um 1.E-5 gewahlt.

Mit den neuesten Verfahren von DORMAND/PRINCE (Verfahren hoherer Ordnung) lieRe
sich noch eine weitere Verringerung der notwendigen Schrittzahl erreichen, allerdings wiir-
de dies beim Blaualgen-Modell nicht viel nitzen, da dadurch die Rechenzeit nur weiter
vergroRert wird, bedingt durch den grél3er werdenden Aufwand fiir die Berechnung pro
Schritt bei steigender Ordnung.

5.5. Fragen zur Schrittweitensteuerung

Die RUNGE-KUTTA-Formeln sind als solche fest vorgegeben, bei ihnen l&(3t sich nur et-
was durch die Wahl der Formel beeinflussen. Dabei ist die Gegensatzlichkeit einer hohen
Ordnung, damit eines kleineren Fehlers und somit einer kleinen Schrittzahl zu der steigen-
den Zahl der Hilfsberechnungen bei einer hohen Ordnung zu beachten. Wie immer mul} die
konkrete Anwendung tber die Auswahl der Formel entscheiden.

Bei den Tests der Formeln stellte sich heraus, daB durch die Wahl der Art der Schrittwei-
tenanpassung die Schrittzahl stark beeinflult werden kann. Deshalb soll hier der Mecha-
nismus der Schrittweitensteuerung noch einmal im Detail erldutert werden.

Vom aktuellen Punkt werden mit der aktuellen Schrittweite die Werte Uiber eine eingebette-
te RUNGE-KUTTA-Formel berechnet. Diese liefert nicht nur die Werte flr den neuen
Punkt, sondern auch den Fehler fur jeden Wert dieses Schrittes. Da das Modell des Barther
Boddens ein System von DGL ist, wird von den zuruickgelieferten Fehlern der grofite her-
ausgesucht und mit der zu Beginn der Simulation festgelegten Fehlergrenze (die folgenden
Zahlenwerte beziehen sich auf eine Fehlergrenze von 1.E-6) verglichen. Ist der im aktuellen
Schritt aufgetretene Fehler kleiner als die Fehlergrenze, so ist dieser Schritt gultig. Waren
die letzten 3 (oder eine andere Zahl groRer 1) Schritte auch gultig, so wird die Schrittweite
vergroRert. War allerdings der Fehler groRer als die Fehlergrenze, so ist der Schritt ungil-
tig, die Schrittweite wird verkleinert. Bis hierher war alles eindeutig.

Die Frage ist jetzt, wie stark wird die Schrittweite verkleinert/vergroBert ?
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Zuerst wurde mit folgendem System gearbeitet: Mul die Schrittweite vergroRert werden, so
wird mit SWFaktorHoch multipliziert, bei Schrittweitenverkleinerung durch SWFaktor Tief
geteilt.

Um die Auswirkungen der Faktoren zu sehen, wurden die Anzahl der notwendigen Schritte
und der insgesamt gerechneten Schritte fur die einzelnen Faktoren ermittelt. Sie sind fur
das DP5(4)-Verfahren in Abb. 10 zu sehen. Dabei wurden der Ubersichtlichkeit halber die
beiden Faktoren gleich groR gewahlt.

2600

2400
2200 +
2000 +
1800 + ~<

N Schritte insgesamt
1600 | S~

1400 + Tl

1200 T Schritte notwendig I e
1000 ‘ | |

3 2 15 13 1,2 11 1,08 1,06 1,04 1,02

Abb 10: Schrittzahl in Abhéngigkeit von 2 Schrittweitendnderungsfaktoren

Es ist deutlich zu sehen, dal? es einen "optimalen™ Punkt gibt, fir den die notwendige
Schrittzahl am kleinsten ist. Interessant ist aulerdem die Differenz zwischen notwendigen
und Schritten insgesamt, da dies die Schritte angibt, in denen der Fehler zu grol3 war, der
Schritt verworfen werden mufite. Die notwendige Schrittzahl beeinfluf3t den Speicherplatz,
der fur die Zwischenspeicherung der Simulationswerte benétigt wird, die Schrittzahl insge-
samt ist ein MaR fur die Rechenzeit. Nach der Auswertung des Diagramms ergibt sich fur
die Schrittweitenfaktoren ein Wert zwischen 1,10 und 1,06.

Bei der eben beschriebenen Methode wird immer nur auf Fehler gréRer/kleiner als die vor-
gegebene Fehlergrenze reagiert. Die GroRe der Differenz zwischen Fehler und Fehlergren-
ze hat keinen EinfluB auf die Schrittweitenanderung. Deshalb wurde nach einer Maglich-
keit gesucht, diese GroRe einzubeziehen.

In [Hei] und [HNW] fand sich ein Ansatz:

1

h . — SWFaktor . h el (Fehlergrenze )m

Fehl Clherechnet
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Da hier der Quotient aus dem berechneten Fehler und der Fehlerkonstante eingeht, bendtigt
man nur eine Formel, die fir die SchrittweitenvergrofRerung und -verkleinerung benutzt
werden kann.

Es stellte sich wieder die Frage nach dem gunstigen Schrittweitenfaktor SWFaktor, fir eine
kleine Schrittzahl. Wie oben wurde wieder die Schrittzahl (notwendig und insgesamt) tiber
den Schrittweitenfaktor untersucht.

2800 +

2300 +

1800 +

Schritte insgesamt

1300 + —--

Schritte notwendig
800 | |

08 0,85 09 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 0,995 0,999 0,9999

Abb 11: Schrittzahl in Abhéngigkeit von 1 Schrittweitendnderungsfaktor

Hier ergibt sich ein anderes Bild. Die Anzahl der Fehlversuche steigt, je mehr sich der
Schrittweitenfaktor der 1 n&hert (bei 1,0 bleibt das Verfahren hangen, selbst nach 5 min,
was etwa 100000 Schritten entspricht, kam es nicht iber den 213. Tag des Jahres hinaus.),
die Anzahl der notwendigen Schritte dagegen wird kleiner. Auch hier heif3t es, wieder einen
Kompromif3 zu finden. Das Minimum der gesamtem Schrittzahl liegt bei 0,95. Ab 0,97 &n-
dert sich die notwendige Schrittzahl nur noch wenig, es wiirde sich damit ein Schrittweiten-
faktor von 0,96 anbieten.

Mit diesen Untersuchungen der eingebetteten RUNGE-KUTTA-Verfahren und im beson-
deren der Schrittweitensteuerung sollte die Simulation so weit als méglich optimiert wer-
den. Damit ist eine glinstige Ausgangsposition fiir die spateren Optimierungsrechnungen
gelegt, bei denen die Simulation des DGLS den Hauptteil der Berechnungen ausmacht.
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6. Grundlagen der Optimierung

Im folgenden sollen die Grundlagen fir die weitere Optimierungsrechnung dargestellt wer-
den ([Phi]), die dann im n&chsten Kapitel auf das vorliegende Modell angewendet werden.

Fur das Modell soll der Verlauf einer Steuerung unter Beachtung der Zustandsgleichungen
ermittelt werden. Damit kommt die dynamische Optimierung zur Anwendung, d.h., es wird
eine optimale Steuerung in einem bestimmten Zeitintervall gesucht.

6.1. Problembeschreibung

6.1.1. Systembeschreibung

Bei dem vorliegenden Modell handelt es sich um ein kontinuierliches System mit konzen-
trierten Parametern.

Das System wird durch ein Differentialgleichungssystem wie folgt beschrieben:

d,(t) q,(t)] [ u,(t) q(t,)=q, :Startvektor
Col=f] ] q(t):Zustandsvektor
d,(t) q,(t)] [un() u(t):Steuervektor

Fur die Komponenten gelten diese Bedingungen:
- Die Steuerung u(t) muf’ im gesamten betrachteten Zeitintervall [t0 : tl] eine integrier-
bare Funktion sein, damit ist nur eine endliche Anzahl von Spriingen zugelassen und
zu jedem Zeitpunkt t [t,,t,] ist u(t) eR™.

- Der Zustandsvektor g(t) muf im gesamten betrachteten Zeitintervall [t0 , tl] eine ste-
tige Funktion sein und zu jedem Zeitpunkt t €[t,,t,] ist q(t) eR".

6.1.2. Beschrankungen

Wahrend der Optimierung kénnen verschiedene Arten von Beschrankungen auftreten: End-
zustands-, Steuerungs- und Zustandsbeschréankungen. Diese lassen sich in allgemeiner
Form angeben:

- Endzustand:  a,[q(t,)]=0 i=1,.,k.k, <n

e’ e
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- Steuerung: b,[u(t)]<0 i=1..k,
zulassiger Steuerbereich: Ug ={u(t)b,Ju)]<0,i=1,.,k,}eR"
- Zustand: c.la(t)<0 i=1..k,

zuldssiger Zustandsbereich: Qg = {q(t) ¢, [a®)] <0, i =1,..., kq}e R"

Dabei kann man fir jede Beschrankungsart Spezialfélle angeben.

Endzustandsbeschrankungen:

- freies Ende (keine Beschrankungen): q(t,)eR"

- festes Ende (Punkt als Zielmenge):  q(t,)=q,

- gebundenes Ende

Steuerungsbeschrankungen:

- Komponentenbeschrankungen: u_<u)<u, si=1..,k,/2

Imin u

- Hyperebenenbeschrankungen: o;u(t) + g, <0;i1=1,...,K

u

- Normbeschrankungen: Ju)|<b

Fur die Zustandsbeschrankungen kann man dieselben Spezialfalle wie fir die Steuerungs-
beschrankungen angeben.

Alle Beschrankungen fiir ein System missen miteinander vertraglich sein. Die von den
Steuerungen u(t) € U, erzeugte Menge der Zustande in R" muf fir jedes t e[to,tl] mit

dem zul&ssigen Zustandsbereich Q einen nichtleeren Durchschnitt bilden. Die Steuerun-
gen, die unter Beachtung der Zustandsgleichungen alle gegebenen Beschrankungen erful-
len, sind die zuldssigen Steuerungen, unter denen die optimale Steuerung u*(t) auszuwéh-
len ist.

6.1.3. Gutekriterien
Als Gutekriterium dient ein entsprechend der Aufgabe zu definierendes Zielfunktional:
t
BOLZA-Form: = f{a(t, )]+ [£°[at), u® it
to

Das Ziel der Optimierung ist die Minimierung des Zielfunktionals I. Dabei bewertet
f*[q(t, )] den zu erreichenden Endzustand, wobei diese Bewertung nur dann einen Sinn hat,
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wenn q(t,) nicht fest ist. Der zweite Term bewertet Zustand und Steuerung uber den ge-
samten Optimierungszeitraum.

Neben der obigen Form des Zielfunktionals gibt es zwei weitere, die jeweils einen der Teile
der BOLZA-Form enthalten:

b
LAGRANGE-Form: 1= [£°[q(t), u(t) it
to

MAYER-Form: I=f"q(t,)]

Diejenige zuléssige Steuerung, die das gewahlte Zielfunktional minimiert, ist die optimale
Steuerung u*(t).

6.2. Optimalitatsbedingungen

Um die Optimalitatsbedingungen zu erhalten, geht man von einer optimalen Steuerung
u*(t) aus, die einen optimalen Zustandsvektor g*(t) erzeugt und fur die 1(u*) berechnet
wird. Jetzt werden die Auswirkungen von "weichen Variationen" auf das Gutefunktional
betrachtet. Fur ein lokales Minimum von | muB bei gentigend kleinem, beliebigem du gel-
ten:

u=u

Al=1(u” +au)-1(u”)= Au),.,. +187I(u) . +.20

Wegen 6u = 0 findet man:
notwendige Optimalitatsbedingung: 61 =0

hinreichende Bedingung fir ein Minimum (Maximum): &%1>0 (ﬂzl < 0)

6.2.1. Unbeschrankte Systeme

Nun wird das LAGRANGE-Funktional eingefihrt:
t

1, = f[q(t,)]+ [ {°[a®.u®]+ pF[a®). u®]- pTa(0 [dtp(t) :Kozustandsvektor

to

Mit der Hamiltonfunktion H[q(t), p(t), u(t)] = °[q(t), u(t)]+ p"f[a(t), u(t)] schreibt sich das
LAGRANGE-Funktional:

1, = Plalt,)]+ [ Hlaw,p,uw]- pTao
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Daraus ergibt sich fir die 1. Variation von | :
T 4
é]L = (fl%) aql + J[HqTaq + HquJ _pTaq}jt
to

mitH. = d—l(CLlO,U,'[),'_Iu _ d—l(q,p,u,t),flql & q(El)]
i (1) Su(t) st

Nach partieller Integration von p' & mit 5q(t0): 0 entsteht:
51
a, = [flql - p(tl)]T5q1 + H(p + Hq)Téq + HUT&}T[
to

Mit 31, =0 ergeben sich als notwendige Optimalitatsbedingungen:

Kozustands-DGL: ' = M
q
1 *
Transversalititsbedingung: ~ p*(t,) = %(t(t;)]
1
sHlq".p".u°
Minimierungsbedingung: % =0

Zusammen mit der Zustandsgleichung, die man auch als

Zustandsgleichung: §q = %q*(%): do

schreiben kann, bilden diese Gleichungen ein kanonisches Differentialgleichungssystem.
Aus der hinreichenden Bedingung §°1, > 0 fur ein lokales Minimum folgen als hinreichen-

de Optimalitatsbedingungen:

H positiv definit

uu

qu Hqu e . .
H positiv semidefinit

H uq uu
floq positiv semidefinit
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6.2.2. Beschrankte Systeme

Sobald fur ein System Beschréankungen wirksam werden, verandern sich das LAGRANGE-
Funktional sowie daraus folgend die notwendigen Optimalitatsbedingungen.

Bei Endzustandsbeschrankungen ergibt sich das LAGRANGE-Funktional zu:

1= a1+ [l uw]+ p[a. uv]-p et + wala(t, )]

Dieses LAGRANGE-Funktional bewirkt nur eine Veranderung der Transversalitatsbedin-
gung. Fr ein festes Ende ist keine Bedingung flr p(tl) angebbar. Dies ist auch nicht not-
wendig, da mit q(tl) = g, die Randbedingungen gegeben sind. Fur ein gebundenes Ende er-
gibt sich als Transversalitatsbedingung:
£ £ T
_ oo (t)], ala(t,) »
a'(t) ()|

Transversalititsbedingung:  p'(t,)

Wenn Beschrénkungen der Steuerung in der Form b[u(t)]< 0 zu beachten sind, so erhélt
das LAGRANGE-Funktional die Form:

51

1= lat)]+ [ F°la,u]+ P [, uo]- pa@ it + | 7 oblu(t)bt

to to

Im Vergleich zum unbeschrankten Fall veréndert sich nur die Minimierungsbedingung:

SH[q",p",u’] . sb[u]
du” du”

Minimierungsbedingung: =0

Wesentlich komplizierter ist die Einbeziehung von Zustandsbeschréankungen c[q(t)] <0.In
diesem Fall lautet das LAGRANGE-Funktional:

t

1 =P [a, )]+ o, u kit +| {q(t) -0 [ la(e). “(T)]dr}dr(t) *Jlat0kro

to

Beim Eintritt in die Zustandsschranken zu den Zeiten t, konnen p(t) und r(t) Spriinge aus-
fUhren, so daR fir sie im weiteren mit den stetigen p(t) und r(t) gearbeitet wird. Gegen-
uber dem unbeschrankten Fall ergeben sich fur alle Optimalitatsbedingungen neue Glei-
chungen sowie eine zusétzliche Sprungbedingung:

T

., a_|[ *, *’u*] &[ *’u*] o &
Kozustands-DGL.: p-=- d p + & - -refqu]==-f
& & | &
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Transversalititsbedingung:  p*(t,)= i [q tl] &[q ] F(t,)

Minimierungsbedingung:

Wie zu sehen ist, werden die verschiedenen Bedingungen bei beschréankten Systemen im
Vergleich zu unbeschrénkten um einiges komplizierter und es sind einige zusatzliche Vor-
raussetzungen zu beachten. Deshalb sollte immer versucht werden, das zu behandelnde
Problem so zu formulieren, daf es als unbeschrénktes System behandelt werden kann.

6.3. Optimierungsverfahren

Im obigen Abschnitt wurden Gutekriterium sowie die Optimalititsbedingungen genannt.
Welche Verfahren gibt es, die mit der Kenntnis dieser Gleichungen zu einer Minimierung
des Gutekriteriums fiihren?

Es ist relativ einfach, eine Funktion, die nur von einer Variablen abhéngt zu minimieren.
Hier seien die Suche nach dem Goldenen Schnitt bzw. durch Parabolische Interpolation ge-
nannt. Wenn man nun von einem Punkt P im N-dimensionalen Raum startet, so kann jede
Funktion von N Variablen f(P) entlang einiger Richtungen n mit den eindimensionalen
Verfahren minimiert werden. An dieser Stelle kann man sich viele verschiedene mehrdi-
mensionale Minimierungsverfahren ausdenken, die aus einer Folge von solchen Rich-
tungsminimierungen bestehen. Verschiedene Verfahren differieren nur darin, wie sie die
neue Richtung aussuchen, in die der nichste Versuch stattfindet.

Das einfachste Verfahren wadre, die Einheitsvektoren e ,e,,..., e, als Satz von Richtungen
zu verwenden. Mit einer eindimensionalen Minimierung wird entlang der ersten Richtung
nach deren Minimum gesucht und von diesem Punkt in der zweiten Richtung zu deren Mi-
nimum und so weiter bis zur letzten Richtung. Dieser VVorgang wiederholt sich so oft wie
notwendig, solange sich der Funktionswert verringert. Dieses Verfahren ist fiir manche
Funktionen nicht zu schlecht, aber fiir die meisten Funktionen ineffizient. Sehr deutlich
wird dies, wenn dieses Verfahren ein langes, schmales Tal entlang mul3, das in einem Win-
kel zu den gegebenen Richtungen liegt. Um auf dem Grund dieses Tales entlang zu kom-
men, mussen viele kleine Schritte ausgefiihrt werden, immer von einem Rand des Tales
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zum anderen entlang den gegebenen Richtungen. Bei N Richtungen fihrt dies zu einem
Aufwand, der nur in den seltensten Fallen zu ertragen ist.

Es ist also deutlich, daR ein besserer Satz von Richtungen gebraucht wird als die Einheits-
vektoren. Alle Verfahren zum Aufstellen der Richtungen enthalten Beschreibungen fiir die
Aktualisierung des Satzes der Richtungen im Verlauf des Verfahrens. Dabei gibt es zwei
Ziele: das Verfahren enthélt einige sehr gute Richtungen, die durch ein langes, schmales
Tal fuhren oder das Verfahren enthélt eine Anzahl von Richtungen mit der speziellen Ei-
genschaft, dal? die Minimierung entlang einer dieser Richtungen nicht von nachfolgenden
Minimierungen in einer anderen Richtung verdorben wird, wodurch ein ewiges Durchlau-
fen der Richtungen verhindert werden kann.

Dieses Konzept der unabhéngigen Richtungen wird als Methode der Konjugierten Richtun-
gen bezeichnet, das im folgenden etwas genauer betrachtet werden soll.
6.3.1. Konjugierte Richtungen

Ausgehend von einem Punkt P im Ursprung des N-dimensionalen Koordinatensystems mit
den Koordinaten X kann jede Funktion f durch eine Taylorreihenentwicklung angenahert
werden:

_ of o°f
f0 =f(P)+ X5 %+ Zaxax Xt

zc-b-x+%x'A-x

o°f

mit c=f(P) bE-Vf|P [A]ijzﬁxﬁx
0%,

Die Matrix A, deren Komponenten die 2. partiellen Ableitungen der Funktion im Punkt P
sind, heilst HESSE-Matrix.

Der Gradient kann aus obiger Annadherung leicht zu Vf = A-x - b berechnet werden. Wie
verdndert sich der Gradient, wenn man sich in einer Richtung bewegt? §(Vf)=A-(5x),
dies ist deutlich zu erkennen. Nun stelle man sich vor, in einer Richtung w ein Minimum
erreicht zu haben und bewegt sich jetzt in einer neuen Richtung v weiter. Die Bedingung,
daf? die Bewegung in Richtung v nicht die Minimierung in Richtung w verdirbt, ist nur
dann erfullt, wenn der Gradient rechtwinklig auf w steht, mit anderen Worten, die Ande-
rung des Gradienten rechtwinklig zu w ist. Daraus ergibt sich: 0= w-5(Vf): wW-A-v.

Wenn diese Gleichung fir die Vektoren w und v gilt, so sind diese konjugiert. Gilt diese
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Bedingung paarweise fur alle Mitglieder eines Satzes von Vektoren, so werden diese als ein
konjugierter Satz bezeichnet.

Bei einer schrittweisen Richtungsminimierung einer Funktion entlang eines konjugierten
Satzes von Richtungen braucht man keine dieser Richtungen noch einmal zu minimieren.
Fur ein Verfahren ist es also gunstig, einen Satz von N linear unabhangigen, wechselseitig
konjugierten Richtungen zu liefern. Denn damit wiirde eine einmalige Abarbeitung der N
Richtungsminimierungen direkt zum Minimum fihren, wenn die Funktion von quadrati-
scher Form ist. Flr Funktionen, die keine exakte quadratische Form haben, ware dieser er-
reichte Punkt nicht das exakte Minimum. Aber durch wiederholtes Abarbeiten der N Rich-
tungsminimierungen wird das Minimum mit quadratischer Konvergenz erreicht.

POWELL entdeckte als erster eine Methode, um einen Satz von N untereinander konjugier-
ten Richtungen zu erhalten ([Pre]). Diese Methode erfordert N(N+1) Richtungsminimie-
rungen fur eine exakt quadratische Funktion. Diese Anzahl der Richtungsminimierungen
erscheint auf den ersten Blick sehr hoch, allerdings darf an dieser Stelle nicht tibersehen
werden, dal’ nur die Funktion selbst ben6tigt wird. Damit bietet sich diese Methode dann
an, wenn keine Mdglichkeit zur Berechnung des Gradienten der Funktion besteht bzw. des-
sen Berechnung unverhatnismaiig aufwendig ist.

6.3.2. Verwendung des Gradienten

Wenn nun die Mdglichkeit der Berechnung des Gradienten der Funktion besteht, welche
Vorteile bringt dies?

Dazu muf3 etwas genauer auf die Anzahl der notwendigen Berechnungen fiir die beiden Va-

rianten geschaut werden. Die Anzahl der unbekannten Parameter in
f(x)~c-b-x+1x-A-x istgleich der Anzahl der freien Parameter in A und b. Diese ist

1N(N +1), also von Ordnung N?. Wird einer dieser Parameter geandert, so kann dies den

Ort des Minimums verschieben. Deshalb kann man nicht erwarten, das Minimum zu fin-
den, bevor man eine gleichwertige Informationsmenge gesammelt hat, von Ordnung N?.
Bei der Methode von POWELL wird diese Information durch N? einzelne Richtungsmini-
mierungen gesammelt, wovon jede mehrere Auswertungen der Funktion erfordert.

Nun bringt jede Ermittlung des Gradienten N neue Komponenten. Wenn man diese Infor-
mationen gunstig einsetzt, braucht man nur noch N einzelne Richtungsminimierungen
durchzufihren, um das Minimum der Funktion zu ermitteln.
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Ein einfaches Verfahren zur Einbeziehung des Gradienten kénnte wie folgt aussehen: Be-
gonnen wird bei einem Startpunkt P,. So oft wie nétig wird von P, aus in Richtung -Vf(P,),

entgegengesetzt zum Gradienten, eine Richtungsminimierung durchgefthrt und so der neue
Punkt P, erreicht. Oft wird diese Variante als Gradientenverfahren bezeichnet.

Allerdings bendtigt diese Methode wieder sehr viele kleine Schritte, wenn sie durch ein
langes, schmales Tal geht, denn nach jeder Richtungsminimierung steht der neue Gradient
rechtwinklig zur vorigen Richtung, man muf} also eine rechtwinklige Richtungsénderung
vornehmen, die nur in den seltensten Fallen zum Minimum flhrt.

Wie schon weiter oben angefiihrt, so mdchte man auch hier nicht in Richtung des neuen
Gradienten gehen, sondern in eine Richtung, die konjugiert zum vorigen Gradienten ist und
wenn moglich sogar zu allen vorhergehenden Richtungen. Verfahren, die solche Richtun-
gen liefern, werden als Verfahren der Konjugierten Gradienten bezeichnet.

6.3.3. Verfahren der Konjugierten Gradienten

Das Verfahren der Konjugierten Gradienten arbeitet mit zwei Folgen von Vektoren (Gra-
dient g und Suchrichtung s):

Ui =0 - LA Sis1 = Qi TBiS; i=012,..

mit dem Startvektor g, = -Vf(P,) und s, = g,. Diese Vektoren erfiillen die Orthogonalitéts-
bedingungen und sind konjugiert zueinander:

gi.gj:O si.A.Sj:O gi'sj:O |¢J

Die skalaren Werte A, und B, (Streckfaktor) sind gegeben durch:

= 99 _ 95 Bi:gi+1'gi+1
s.-A-s, s -A-s, 9,0,

Angenommen, man kennt die HESSE-Matrix A. Dann kénnte man mit den Gleichungen
0i.i = 0; -MA-s, und s, =0, +B;S; Schritt fur Schritt konjugierte Richtungen s; finden,
in deren Richtung man dann die Richtungsminimierung durchfihrt. Nach N solchen Mini-
mierungen hatte man das Minimum der quadratischen Form erreicht. Leider ist A unbe-
kannt.

Es gibt aber ein Theorem, das dieses Problem elegant 16st: Ausgangspunkt ist der Gradient
fur einen Punkt P, mit g; = -Vf(P,). Angenommen, man geht von P, aus in Richtung s, zum
lokalen Minimum von f am Punkt P,,; und setzt g,,, =-Vf(P,,;). Dann ist g,,, derselbe
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Vektor, den man durch die Gleichung g;,, =9, -A,A-s, berechnet hatte, aber ohne A zu
kennen.

Damit hat man eine Basis fur einen Algorithmus, der weder die Kenntnis der HESSE-
Matrix noch den Speicherplatz zu ihrer Verwaltung benétigt. Eine Folge von konjugierten
Richtungen s; wird nur durch Richtungsminimierungen und die Auswertung des Gradien-
ten aufgebaut.

Neben der oben angegebenen Bestimmung des Streckfaktors B, nach FLETCHER-

REEVES wurden spater weitere Varianten veroffentlicht, die verschiedene Vorteile haben.
Deshalb hier die wichtigen Verfahren zusammenhéngend:

FLETCHER/REEVES: g = Qi1 G
g;-0;
POLAK/RIBIERE: B = %

HESTENES/STIEFEL:p, = (900 Giss
(9is-9i)°S,
Aus s,,, =0,,, +B;S; ist leicht zu ersehen, dal? fir B, = 0 die Verfahren der Konjugierten
Gradienten in das Gradientenverfahren Gbergehen. Dies wird auRerdem verwendet, um
nach N Minimierungsschritten das Verfahren mit einem Gradientenschritt neu zu starten.

Damit kann ein Auler-Tritt-Kommen des Algorithmus verhindert werden, bzw., wenn dies
auftrat, die Minimierung neu gestartet werden.
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7. Optimierung des Blaualgen-Modells

Mit den im vorigen Kapitel dargestellten Grundlagen zur Optimierung kann die Anwen-
dung auf das vorliegende Problem beginnen.

Die Optimierungsaufgabe besteht darin, das Blaualgen-Modell so zu steuern, daf sich die
Gewasserg(ite verbessert. In [Kun] wurden Uberlegungen angestellt, wie diese zu bewerten
ist. Im vorliegenden Modell wird die Gewasserglite am besten durch die Zustandsgréfie der
Blaualgen-Biomasse beschrieben. Je grofer die Blaualgen-Biomasse, um so geringer ist die
Gewassergute. Mit einer sich verschlechternden Gewassergiite verringern sich die Mog-
lichkeiten der Nutzung dieses Gewassers. Durch detaillierte Untersuchungen kénnte man
eine Schaden/Nutzen-Funktion in Abhangigkeit der Gewéssergte/der Blaualgen-Biomasse
ermitteln. Ein Ansatz dazu findet sich in [Kun], allerdings ist eine solche Kosten/Nutzen-
Analyse von unzéhligen Faktoren abhéngig, die oftmals nur unscharf angebbar sind bzw.
eine Frage der Auffassung sind.

Eine weitere Frage besteht in den moglichen Steuerungen des Systems, so dal3 eine Verrin-
gerung der Blaualgen-Biomasse und damit eine Verbesserung der Gewassergite erreicht
wird.

7.1. Steuerung des Systems

Bei der Wahl einer Steuerung sind folgende Punkte zu beachten:
1. Madglichkeit der praktischen Anwendbarkeit,
2. Effektivitat des Verfahrens,

3. vergleichsweise geringe negative Seiteneffekte bzw. Beeinflussung auf andere Kom-
ponenten oder Prozesse,

4. Kosten und Nutzen missen in einem ausgewogenen Verhaltnis zueinander stehen.
Zur Steuerung des Blaualgen-Modells bestehen verschiedene Maéglichkeiten, die im fol-
genden genannt und nach den oben genannten Kriterien verglichen werden sollen:

1. Verringerung des Eintrags von Stickstoff in das System

2. Entnahme von Blaualgen

3. Entnahme von Detritus
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Aulerdem existieren noch verschiedene andere Mdglichkeiten, die aber von geringerem
Einflul? sind bzw. nur eine statische Steuerung ermdéglichen.

Die Verringerung des Eintrags von Stickstoff in das System ist von groRer praktischer Be-
deutung. Hier sei nur auf die Moglichkeiten der Abwasserreinigung, geschlossener Was-
serkreislaufe in der Industrie, geschlossener Stickstoffkreislaufe in der Landwirtschaft und
des verringerten Einsatzes von Diingemitteln verwiesen. Allerdings ist der veringerte Stick-
stoffeintrag schwer durch eine praktische dynamische Steuerung angebbar. Eine Verringe-
rung der ZustandsgroRen des organischen und anorganischen Stickstoffs im Modell ist
moglich, im Endeffekt aber von geringerer Bedeutung in der Anwendung einer Steuerung.

Eine Entnahme von Blaualgen ware der direkte Weg zur Verbesserung der Wasserqualitat.
Leider gibt es noch keine Technologie, mit der dies moglich ist. So wurde diese Methode in
bisherigen Arbeiten (z.B. [Aff]) dazu verwendet, um die theoretische Steuerbarkeit des
Modells zu zeigen und erste Varianten einer Optimierung zu implementieren. Vorteil der
Blaualgen-Entnahme ist die direkte Riickwirkung auf die zu beeinflussende ZustandsgroRe
und nicht tber Umwege wie bei anderen Steuerungen.

Eine dynamische Steuerung des Blaualgen-Modells durch Detritus-Entnahme 143t sich
praktisch durch Schlammbaggerungen und Bau von Sedimentfallen realisieren. Dabei wird
das mit Stickstoff angereicherte Sediment aus dem System entnommen. Fir diese Steue-
rungsmethode gibt es Versuche zur Abschdtzung von Kosten und Nutzen ([Kun] und
[Vie90]). Da die GrofRien fur Kosten und Nutzen stark von den aktuellen Gegebenheiten
sowie speziellen Einschatzungen abhéngen, soll im weiteren nicht auf Kosten/Nutzen-
Rechnungen eingegangen werden.

Fur die weitere Optimierung wird mit einer Steuerung des Systems durch Entnahme von
Detritus gearbeitet, da dieses Verfahren die grof3te Bedeutung flir eine eventuelle praktische
Anwendung der hier erarbeiteten Ergebnisse hat.

7.2. Zielfunktion

Die Optimierung des Blaualgen-Modells erfolgt durch Minimierung einer Zielfunktion
(Gltekriterium). In dieser Funktion missen alle GroRen berlcksichtigt sein, die fur die
Bewertung des Zustandes sowie die Steuerung des Systems von Bedeutung sind. Die Ziel-
funktion fur die Minimierung der Blaualgen-Biomasse wurde wie folgt aufgestellt:

w)=2 [, OF W, 00> 0, F)ats Wer, (0(tem)-aus. (e )F)

tBeginn
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Dabei sind W,, W, und W,,, die Wichtungen fiir die Steuerung u(t), die Blaualgen-

Biomasse g, (t) sowie den Endzustand der Blaualgen-Biomasse q, (t.,,.) und des Detritus
q,(tg.q ) - Damit wird eine differenzierte Bewertung der Grol3en bei der Optimierung mog-

lich.

Bei der Einbeziehung des Zustandes der Blaualgen-Biomasse wird nicht der gesamte Wert
betrachtet, sondern nur der Anteil, der tiber einem zu spezifizierenden Maximalwert g,

liegt. Dadurch wird nicht die generelle Verringerung der Blaualgen-Biomasse bewertet,
sondern nur die Verringerung der Spitzenwerte. Diese Spitzenwerte sind es, die die geringe
Gewaéssergute hervorrufen und durch die Steuerung des Systems verhindert werden sollen.

Die Optimierung des Blaualgen-Modells kann als unbeschrénktes Problem behandelt wer-
den, da keine Beschrankungen der Zustéande oder der Steuerung auftreten, die nicht durch
eine entsprechende Wahl der Wichtungsparameter beseitigt werden kénnen.

7.3. Hamiltonfunktion

Die Hamiltonfunktion ergibt sich mit der Definition H=f°+p"-f und den vorherigen
Angaben in Kurzform wie folgt:
H= %(Wu Ut + W, '(q1 >0, )2) (Zielfunktion)
+p,-U (Steuerung)
Lo O Y W (Modellgleichungen)

Mit Einsetzen der DGL des Blaualgen-Modells ergibt sich die vollstandige Hamiltonfunk-
tion zu:
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H= %(Wu Ut W, '(ql > qlmax)z)
+P;-U
+p,-[ umax-tp-minfkt-q,
-Kr_BA-tr-q,’
-Km_BA-tr-(1-minfkt)-q,’
-Ke_BA-q,” ]
+p,-[ KtrNAO-(1-q,/N_BA)-q,/(KsSNAO +q;)
+KtrNO-(1-q,/N_BA)-q./(KsSNO +q;)
+Kr_BA-tr-q,-q,
- ymax - tp-minfkt-q, |
+p;-[ Km_BA-tr-(1-minfkt)-q,”
-KaD-tmD-q, ]
+p,-[ Km_BA-tr-(1-minfkt)-q,* - (d, - q,)/a; ]
+ps-[ KaD-tmD-q,-q,
+Ke_BA-q,’-q,
- KamiNO-tmi - q
-KtrNO-(1-q,/N_BA)-q, /(KsNO +q;)-q, |
+P, -[ KamiNO-tmi-q,
-KtrNAO- (1-q,/N_BA)-q, /(KsNAO+q,)-q, ]

7.4. Kozustande

Die Randbedingungen der Kozustand-DGL berechnen sich mit der:

- 8WEnde '[q(tEnde) “Uson (tEnde)]2

Transversalitatsbedingung: P(tee) =
6 q (tEnde)

Damit ergibt sich:
pl(tEnde) = WEnde -2 '[ql(tEnde) - qlsoll (tEnde)]

p3(tEnde) = WEnde '2'[q3(tEnde) -Q; (tEnde)]

Alle anderen Randbedingungen der Kozustand-DGL sind 0.

Die Kozustands-DGL sind definiert als

Kozustands-DGL : p(t) = %

Inv.-Nr.: 200-93D-145 "Simulation und Optimierung eines Blaualgen-Wachstums-Modells", 1993

Technische Universitét llmenau Hartmut Pohlheim, http://www.pohlheim.com/



7. Optimierung des Blaualgen-Modells Seite 41

Damit ergeben sich die einzelnen Kozusténde:
p, = _qu q,
—p, [ wmax-tp-minfkt
—2-Kr_BA-tr-q,
—2-Km_BA-tr-(1-minfkt)-q,
~2-Ke_BA-q, |
—p,-[ Kr_BA-tr-q, |
—p,-[ 2-Km_BA-tr-(1-minfkt)-q, ]
—p,-[ 2-Km_BA-tr-(1-minfkt)-q, - (a, —q,)/d; ]
—p.-[ 2-Ke_BA-q,-q,
~KtrNO- (1-q,/N_BA)-q, /(KsNO +q;) |
—p,-[ —KtrNAO-(1-q,/N_BA)-q, /(KsNAO+q;) ]
P, =—p,-[ —KUNAO/N_BA-q,/(KsNAO+q)
—KtrNO/N_BA-q,/(KsNO +q)
+Kr_BA-tr-q,
— pmax - tp-minfkt ]
—p,-[ Km_BA-tr-(1-minfkt)-q, /g, ]
—p,-[ Ke_BA-q,”
T KtrNO/N_BA-q. /(KsNO+4,)-q, |
~ P, [ KI'NAO/N_BA -, /(KSNAO+,)-q, ]

Wenn q,<Nkrit und nBa<iBa ist, so ist minfkt keine Konstante mehr, sondern héngt von q,
ab. Damit erhoht sich p, in diesem Fall um den folgenden Wert:
p,+ = Ksns/(q, - NBAmin + Ksns)’ -
t-p, [ pmax-tp-q,
+Km_BA-tr-q,” |
+p2'[ umax-tp-q, ]
+p,-[ Km_BA-tr-q,° ]
+P, [ Km_BA'tr'qlz : (qz 'q4)/q3 ]}
p; = _pa'[ —KaD-tmbD ]
—p,-[ —Km_BA-tr-(1-minfkt)-q,” - (q, -9,)/a;” ]
—p,-[ KaD-tmD-q, |
P, =—p,-[ —Km_BA-tr-(1-minfkt)-q,’/q, |
_ps'[ KaD-tmD-q, ]
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s = —p,-[ +KUNO-(1-q,/N_BA)-KsNO/(KsNO+q,)? |
—p,-[ —KamiNO-tmi
~KtrNO- (1-q,/N_BA)-KsNO/(KsNO +q.)?-q, ]
—ps-[ KamiNO-tmi ]

P = —p,-[ KIrNAO-(1-q,/N_BA)-KsNAO/(KSNAO +q,)? ]
—p,-[ —KtrNAO-(1-q,/N_BA)-KsNAO/(KSNAO +q,)*-q, ]

7.5. Gradient

Der Gradient entspricht der Minimierungsbedingung und berechnet sich aus der Hamilton-
funktion:

Minimierungsbedingung: g(t) =66—H:Wu -u(t) +p,(t)
u

7.6. Ablauf der Optimierungsrechnung

Die oben beschriebenen Gleichungen und Algorithmen wurden in einem Programm in C
implementiert. An dieser Stelle soll der grundlegende Aufbau dieses Programms beschrie-
ben werden.

Am Beginn des Programms steht die Initialisierung der Parameter. Dies reicht von der
Wahl des Simulationsverfahrens, des Optimierungsverfahrens, des Optimierungshorizontes,
der Wichtungsparameter bis zur Wahl der Genauigkeit von Simulation und Richtungsmi-
nimierung sowie der Namen der Dateien, in denen die Zwischenergebnisse und die Ergeb-
nisse der Rechnung abgespeichert werden. (Alle Ergebnisse der Berechnungen werden in
diesem Programm in Dateien gespeichert. Wenn diese Dateien auf einer Ramdisk abgelegt
werden, gibt es nur unwesentliche GeschwindigkeitseinbuRen im Vergleich zur Speiche-
rung in dynamischen Arrays. Durch die Speicherung in Dateien entféllt die limitierende
Wirkung des unter DOS verfligbaren Hauptspeichers, es kdnnen fast beliebig viele Daten
gespeichert werden.)

Danach beginnt die Optimierung. Den groben Ablauf zeigt folgendes Schema:
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Initialisierung

Optimierung

—~ | Zustande (Simulation mit z.B. DP5(4))

- Endkozusténde (Transversalitatsbedingung)

- Kozustande (Simulation)

- Gradienten (Minimierungsbedingung), Suchrichtung (Streckfaktor)
- Gradientennorm

- Richtungsminimierung

- Minimum eingrenzen

~ | Zielfunktion

- Steuerung andern

- Zustande

- Integration der Zustande

- Integration der Steuerung

- Minimum bestimmen (z.B. BRENT-Verfahren)
|, K - Zielfunktion

- Abspeichern der Ergebnisse

- graphische Ausgabe

- Optimierung beenden ?

Aufrdumen

Als erstes werden die Zustandsdifferentialgleichungen iber den Optimierungszeitraum si-
muliert. Die Ergebnisse werden in einer Datei abgelegt. Aus den Endzustanden lassen sich
mit der Transversalitatsbedingung die Endkozustédnde berechnen. Durch Ruckwartssimula-
tion erhélt man daraus die Kozusténde, die in einer Datei von derselben Struktur wie die
Zusténde gespeichert werden. Die Berechnung der Kozusténde erfolgt zu denselben Zeit-
punkten wie die der Zustande, da die Zustandswerte in den Gleichungen der Kozustande
verwendet werden. (Die Uberpriifung der lokalen Fehler der Kozustandssimulation ergab
keine Instabilitaten.)

Aus den Kozustanden und der aktuellen Steuerung lassen sich die Gradienten berechnen.
Ab dem 2. Optimierungsschritt kann auRerdem der Streckfaktor der konjugierten Gradien-
tenverfahren ermittelt werden und daraus die Suchrichtung bestimmt werden. Auch diese
Daten werden in einer Datei von derselben Struktur wie bei den Zustdnden gespeichert. Zu
Kontrollzwecken wird an dieser Stelle aulerdem die Gradientennorm berechnet.

Nun folgt der rechenintensive Teil der Optimierung. In Suchrichtung wird nach dem Mini-
mum der Zielfunktion gesucht. Zuerst wird dazu das Minimum der Zielfunktion einge-
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grenzt. Fur jede Berechnung der Zielfunktion muR dabei die alte Steuerung gesichert wer-
den und mit der zu testenden Schrittweite in Suchrichtung eine neue Steuerung ermittelt
werden. Danach erfolgt mit dieser Steuerung die Simulation der Zustandsgleichungen. Eine
Integration der Zustande und der Steuerung sowie die Bewertung der erreichten Endzustén-
de ergibt die Zielfunktion. Am Ende wird die alte Steuerung wieder zuriickgeholt. Eine
weitere Routine sucht jetzt das Minimum mit einer parametrierten Genauigkeit - und jedes
Mal mul} die Zielfunktion mit Steuerungsanderung, Zustandssimulation sowie Zustands-
und Steuerungintegration berechnet werden.

Mit der gefundenen Schrittweite (bestes Alpha) wird die Steuerung des Systems geandert
und als Grundlage flr den nachsten Optimierungsschritt benutzt. Damit ware ein Schritt der
Optimierung fast geschafft.

Fur die Auswertung werden alle notwendigen Ergebnisse in einer Datei auf Festplatte abge-
legt (Zustande, Kozusténde, Gradienten und Suchrichtung, Zielfunktion und bestes Alpha,
Gradientennorm und die berechnete Steuerung). Mit diesen Werten kann nach Abschluf3
der Optimierung eine exakte Auswertung erfolgen.

Zur Kontrolle des Verlaufs der Optimierung zur Laufzeit des Programms wurde die Mog-
lichkeit der graphischen Ausgabe der einzelnen zeitabhéngigen Grolien (Zustande, Steue-
rung) implementiert. Damit ist eine anschauliche Bewertung jedes einzelnen Schrittes mdg-
lich.

Das Programm wurde so weit als méglich modularisiert. Dadurch konnte eine gute Uber-
sichtlichkeit erreicht werden. Erweiterungen lassen sich leicht einbauen. Der Quelltext ist
vollstandig dokumentiert. Dies betrifft einmal die Schnittstellen zu anderen Funktionen,
aber auch den algorithmischen Ablauf. Durch die extensive Verwendung von Makros las-
sen sich Veranderungen an zentraler Stelle vornehmen. Mit all diesen MalRnahmen ist eine
leichte Weiterverwendung der implementierten Routinen gegeben.
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8. Ergebnisse der Optimierung

8.1. Richtungsminimierung und Streckfaktorbestimmung

Ein Test des erstellten Programms fand mit dem Modell des Doppelintegrators statt. Da-
durch konnten mit geringem Aufwand die modellunabhangigen Programmiteile untersucht
werden.

Zu Beginn wurden die beiden Verfahren zur Richtungsminimierung (Goldener Schnitt und
Parabolische Interpolation nach BRENT) verglichen. Dabei zeigte sich in Ubereinstim-
mung zu [Pre], daB das Verfahren des Goldenen Schnittes etwa 2-3 mal soviele Schritte be-
notigt, wie das Verfahren nach BRENT. Und da das Verfahren nach BRENT selbst im un-
gunstigsten Fall immer noch so gut wie das Verfahren des Goldenen Schnittes arbeitet,
wurde in den weiteren Berechnungen immer das Verfahren nach BRENT verwendet.

AuRerdem wurden die 4 Verfahren zur Bestimmung des Streckfaktors verglichen.

350

300 " \ —— —POLAK/RIBIERE
HESTENES/STIEFEL
250 1 \\\ \ ————— Gradientenverfahren
\ \
\ — - - —FLETCHER/REEVES
200 + \
NN \
\
150 4\ N
| \
100 + |
\
\
50 + !
\ ~
O h ~ O == - - - - - - - ... T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15

Abb 12: Vergleich der Verfahren zur Streckfaktorbestimmung

In Abb. 12 ist zu sehen, wie sich jedes Verfahren bei einer konkreten Optimierung am
Doppelintegrator verhielt. Aus der Darstellung des nach jedem Optimierungsschritt erreich-
ten Zielfunktionswert ist zu entnehmen, wie schnell sich jedes Verfahren an das Optimum
heranarbeitet.

Das konjugierte Gradientenverfahren nach FLETCHER/REEVES braucht die wenigsten
Schritte, um dem Optimum sehr nahe zu kommen. Das Gradientenverfahren bendtigt einige
Schritte mehr, schafft es aber auch sehr schnell. Bei den konjugierten Gradientenverfahren
nach POLAK/RIBIERE und HESTENES/STIEFEL dauert die Optimierung allerdings we-
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sentlich langer und selbst nach einem Vielfachen der Schritte wird kein so gutes Ergebnis
wie bei den anderen beiden Verfahren erreicht.

Dieses Verhalten der einzelnen Verfahren zeigte sich bei den Tests am Doppelintegrator
immer wieder. Bei der weiteren Arbeit wurde deshalb meist mit dem konjugierten Gradien-
tenverfahren nach FLETCHER/REEVES gearbeitet.

8.2. Steuerung durch Detritusentnahme

Fur jede Optimierungsrechnung ist nach der Entscheidung fur die Verfahren zur Simulati-
on, Richtungsminimierung und Streckfaktorbestimmung, die noch modellunabhdangig fallen
konnen, die Wahl der Wichtungsparameter von grof3er Bedeutung. Damit wird nicht nur
vorgegeben, wie stark die einzelnen GréRen (Zustand, Endzustand und Steuerung) in das
Zielfunktional eingehen. Auf3erdem kann damit verhindert werden, daf durch eine zu starke
Steuerung das Modell in einem Mal3e beeinfluf3t wird, dal? es nicht mehr stabil ist. Dann
verhélt es sich zwar mathematisch immer noch richtig, allerdings besteht kein Zusammen-
hang mehr zu dem System, fir das das Modell erstellt wurde.

Bei den durchgefiihrten Optimierungsrechnungen wurde also weniger auf ein besonders
kleines Zielfunktional geachtet, sondern mehr welchen Verlauf eine Steuerung des Modells
uber den Optimierungshorizont ergibt. Dies tragt in wesentlich gréfierem Mal3e zum Ver-
stdndnis des Systems bei.

Bei den ersten Rechnungen zeigte sich sehr schnell, da eine Optimierung tiber einen Zeit-
raum von 1 Jahr keinen allzu grof’en Sinn macht. Eine BeeinfluBung der Blaualgen-
Biomasse findet tiber den Umweg des Stickstoffentzugs durch die Detritusentnahme statt,
eine Wirkung also erst zu spéteren Zeiten. Deshalb wurde mit l&ngeren Zeiten gearbeitet.
Im folgenden sind die Ergebnisse einer Optimierung tber 5 Jahre gezeigt. (Das erstellte
Programm erlaubt die Optimierung tber nahezu beliebige Zeitradume. Durch die Speiche-
rung der Zwischenergebnisse in Dateien gibt es kaum Beschréankungen des Speicherplatzes.
Allerdings kann eine Optimierung uber mehrere Jahre recht lange dauern.)

In dieser Rechnung wurden folgende Parameter verwendet: Wichtung Steuerung: 100;
Wichtung Zustand: 0,1; Wichtung Endzustand: 0,01; Minimalwert Detritus: 5 (ein Absin-
ken des Detritus unter diesen Wert wird verhindert, allerdings sollte durch die Wahl der
Wichtung dieser Wert nur selten berthrt werden); Maximalwert Blaualgen-Biomasse: 15
(nur Ergebnisse oberhalb dieses Wertes werden in das Zielfunktional einbezogen).
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Abb 13: Verlauf der Steuerung bei Detritusentnahme (Entnahme je Tag)

In Abb. 13 ist der Verlauf der erhaltenen Steuerung zu sehen. Es ergab sich ein charakteri-
stischer Verlauf, der sich auch in den anderen Optimierungsrechnungen zeigte, allerdings
schwankten die konkreten Werte in Abhéngigkeit der gewahlten Wichtungen.

Deutlich ist die Spitze der Detritusentnahme um den 160. Tag jeden Jahres sowie ein Mi-
nimum um den 230. Tag zu erkennen. Im Lauf der Jahre wird der absolute Wert der Steue-
rung immer Kleiner, allerdings bleibt der Verlauf der Steuerung derselbe.

Wie wirkt sich nun diese Steuerung auf das Modell aus?

Abb. 14 zeigt den aus der Steuerung resultierenden Verlauf der Blaualgen-Biomasse tber
denselben Zeitraum. Damit konnte gezeigt werden, daf eine BeeinfluRung der Blaualgen-
Biomasse iber den Entzug von Detritus machbar ist. Das typische Verhalten der Blaualgen-
Biomasse, wie von der Simulation des Modells her bekannt, ist auch weiterhin zu erkennen.
Allerdings werden von Jahr zu Jahr die Maxima der Blaualgen-Biomasse immer mehr be-
grenzt. Die Ursachen fiir diese Begrenzung lassen sich in den Abbildungen der anderen Zu-
standsgroRen genauer untersuchen. Dabei wird das Verhalten dieser GréRen mit dem unbe-
einfluBten Fall verglichen.
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Abb 14: Blaualgen-Biomasse bei Steuerung durch Detritusentnahme

Auf den ersten Blick scheint der Stickstoffgehalt der Blaualgen in Abb. 15 durch die Steue-
rung nicht beeinflult zu werden. Bei genauerem Hinsehen ist aber zu erkennen, dal3 die Be-
reiche, in denen der Stickstoffgehalt stark abféllt, breiter werden. Zur Verdeutlichung ist fir
das 4. Jahr der Verlauf des Stickstoffgehaltes im unbeeinfluRten Fall eingezeichnet. Wenn
der Stickstoffgehalt der Blaualgen stark absinkt (unter NKkrit), so wirkt dies Uber die Mini-
mumfunktion auf das Blaualgen-Wachstum.

0 365 730 1095 1460 1825

Abb 15: Blaualgen-Stickstoffgehalt bei Steuerung durch Detritusentnahme
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Die Entnahme von Detritus vermindert den Detritus im System. Im Laufe der Jahre wird
der Spitzenwert des Detritus verkleinert. Allerdings bleibt auch hier das typische Verhalten
der Zustandsgrofie erhalten, wie Abb. 16 zeigt.

0 365 730 1095 1460 1825

Abb 16: Detritus bei Steuerung durch Detritusentnahme

In den ersten 3 Jahren ist zu sehen, dal der Detritus im Minimum an die festgelegte Be-
grenzung (Minimalwert) gefahren wurde. Allerdings erfolgt dies nur wéhrend weniger Ta-
ge und hat nur einen gringen Einfluf3. Durch eine héhere Wichtung der Steuerung kénnte
dies verhindert werden, dann ist aber der Einfluf? der resultierenden Steuerung auf das Sy-
stem noch geringer.

0 365 730 1095 1460 1825

Abb 17: Stickstoffgehalt des Detritus bei Steuerung durch Detritusentnahme
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Den Stickstoffgehalt des Detritus, dargestellt in Abb. 17, beeinfluf3t die Steuerung nur in
geringem Mal3e. Aber auch hier ist eine Verringerung der Spitzenwerte zu erkennen.
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Abb 18: Organischer Stickstoff bei Steuerung durch Detritusentnahme

Am starksten wirkt sich die Steuerung auf die Zustandsgréf3en von organischem und anor-
ganischem Stickstoff aus. Beide GrolRen gehen stark zurtick. Der organische Stickstoff,
Abb. 18, verringert sich im Verlauf der 5 Jahre auf ein Drittel seines urspriinglichen Wer-
tes.
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Abb 19: Anorganischer Stickstoff bei Steuerung durch Detritusentnahme
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Beim anorganischen Stickstoff in Abb. 19 ist diese Verringerung noch ausgepragter. Der
Spitzenwert erreicht im 5. Jahr nur noch ein Flinftel des Wertes im 1. Jahr. AulRerdem ist
der Zeitraum, in dem jeder anfallende anorganische Stickstoff sofort wieder verbraucht
wird, mehr als doppelt so lang.

Die Ergebnisse der Optimierung zeigen, daf eine Steuerung durch Detritusentnahme zuerst
auf die GrolRen von organischem und anorganischem Stickstoff wirkt. Erst Giber den Um-
weg des fehlenden oder sich verringernden Stickstoffs im System wird die Blaualgen-
Biomasse beeinfluf3t. Nur wenn der Stickstoff aus dem System herausgenommen wird,
kann das Blaualgen-Wachstum begrenzt werden.

Mit diesem Wissen waére jetzt zu fragen, wie sich der in Abb. 13 erhaltene Verlauf der
Steuerung bei Detritusentnahme anschaulich erklaren 1a63t. Ziel ist, Stickstoff auf moglichst
effektivem Weg durch Detritusentnahme aus dem System zu entfernen. Wann kann dies am
gunstigsten geschehen? Wenn der Stickstoffgehalt des Detritus hoch ist. Damit mifte die
Steuerung einen ahnlichen Verlauf wie der Stickstoffgehalt des Detritus haben. Abb. 20
zeigt eine vergleichende Gegenuberstellung der berechneten Steuerung und des Stickstoff-
gehaltes des Detritus.
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Abb 20: Gegentiberstellung von Steuerung und Stickstoffgehalt des Detritus

Vor allem im 1. Jahr ist der Zusammenhang zwischen Steuerung und Stickstoffgehalt des
Detritus gut zu erkennen. Die Steuerung folgt dem Stickstoffgehalt des Detritus ohne Ver-
z6gerung und mit demselben Kurvenverlauf. In den weiteren Jahren wirken andere Effekte
verstéarkt auf die Steuerung (weniger Stickstoff im System), aber selbst dann verhalt sich
die Steuerung noch @hnlich dem Stickstoffgehalt des Detritus.

Inv.-Nr.: 200-93D-145 "Simulation und Optimierung eines Blaualgen-Wachstums-Modells", 1993
Technische Universitét llmenau Hartmut Pohlheim, http://www.pohlheim.com/



9. Erweiterung des Blaualgen-Modells Seite 52

9. Erweiterung des Blaualgen-Modells

Mit dem Fortschreiten der Arbeit wurde nach Mdglichkeiten gesucht, da Modell zu erwei-
tern. Damit sollte eine bessere strukturelle Nachbildung des realen Systems durch das Mo-
dells erreicht werden. Bei einem Besuch des Fachbereiches Biologie der Universitat Ro-
stock bestand die Mdglichkeit des Kennenlernens des Gesamtmodells (24 DGL). In Ge-
sprachen wurde nach einer sinnvollen strukturellen Erweiterung des Minimalmodells ge-
sucht und die folgende Struktur erarbeitet.

9.1. Struktur des erweiterten Modells

Ein wichtiger Aspekt des realen Systems ist seine Unterteilung in 2 Schichten: Pelagial
(Freiwasser) und Benthos ("Bodenschlamm™). Zwischen diesen beiden Schichten findet ein
Austausch durch Aussinken und Aufwirbeln des Detritus sowie mittels Durchmischung von
Interstitial- und pelagischem Wasser statt. Damit kann die erweiterte Struktur des Blaual-
gen-Modells wie folgt dargestellt werden:

PELAGIAL

. N

Licht —> 7 BB,IAau?\IlgBi\n
Temperatur —> (BAP, ~ P)
Photosynthese Aufnahme fir Mortalitat

- . Aufnahme fiir
Primarproduktion L .
Primarproduktion

Anorganischer

Stickstoff Detritus
(NAOp) _ (Dp, NDp)
AN Exkretion /N
Abbau durch v
Mikroorganismen Org anischer y Autolyse
Stickstoff
Durchmischun: (NOp) i i
g AN Aussinken Aufwirbeln
A\ . NY
Anorganischer Detritus
Stickstoff Durchmischung (Db’ NDb)
(NAOD)
! v !
Abbau durch

Denitrifikation | Mikroorganismen Org anischer , Autolyse Dauerdetritus
Stickstoff
NOb
(NOb) BENTHOS

Abb 21: Struktur des erweiterten Blaualgen-Modells
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9.2. Zustandsgleichungen des erweiterten Modells

An dieser Stelle sollen nur die Anderungen der Zustandsgleichungen gegentiber dem Mi-
nimalmodell genannt werden.

Die DGL fur Blaualgen-Biomasse und Stickstoffgehalt der Blaualgen bleiben wie gehabt.
Durch die Prozesse des Aufwirbelns und Aussinkens andert sich daran nichts.

9.2.1. Detritus im Pelagial

Der Detritus im Pelagial wird durch das Aussinken von Detritus verringert. Durch das
Aufwirbeln des benthischen Detritus wird er erhdht. Mit TPEL (Tiefe des Pelagial) erfolgt
die Umrechnung vom Detritus im Pelagial, der pro Kubikmeter angegeben wird auf Detri-
tus im Benthos (pro Quadratmeter).

d, = D, = +Mortalitat Blaualgen
- Autolyse Detritus,,, i
-KASD-q,/TPEL (Aussinken Detrituspelagia,)
+ KAWD-q, /TPEL (Aufwirbeln Detritus,,, . )

Der Stickstoffgehalt des Detritus im Pelagial veréndert sich zusatzlich durch die Differenz
des Stickstoffgehaltes im Pelagial und Benthos.

d, = ND, = +Mortalitat Blaualgen
+ KAWD-q,/TPEL-(q, —q,)/q, (Aufwirbeln Detritus,,,..)

9.2.2. Stickstoff im Pelagial

ds = NO, = +Autolyse Detritus,,,,,
+ Exkretionsverluste Blaualgen
- Aufnahme durch Blaualgen
- Abbau durch Mikroorganismen
+KDU-(q, — @, )- TBEN/(TBEN + TPEL) (Durchmischung)

Aufgrund der Durchmischung von Interstitial- und pelagischem Wasser findet ein Aus-
tausch von organischem und anorganischem Stickstoff statt, der von der Differenz der Gro-
Ren im Interstitial- und pelagischen Wasser abhangt.
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d; = NAO, = +Abbau durch Mikroorganismen

- Aufnahme durch Blaualgen
+KDU-(q,, -9, )- TBEN/(TBEN + TPEL) (Durchmischung)

9.2.3. Detritus im Benthos

Der Detritus im Benthos wird durch die Autolyse zu organischem Stickstoff verringert. Das
Aussinken des pelagischen Detritus erhdht den benthischen Detritus, das Aufwirbeln ver-
ringert ihn. Zusatzlich kann der Prozess der Umsetzung des benthischen Detritus in Dauer-
detritus einbezogen werden. Allerdings verschwindet dieser Dauerdetritus aus dem Kreis-
lauf (mathematisch).

G, =D, = -KaDB-tmD-q, (Autolyse Detritus, ., )

+KASD -q, (Aussinken Detritus pe,gia
-KAWD -q, (Aufwirbeln Detritus, ... )
-KDD-q, (Umsetzung in Dauerdetritus)

Der Detritus im Benthos ist der Detritus, der praktisch wirklich aus dem System entfernt
werden kann (Schlammfallen, Schlammbaggerungen). Hier findet sich der Ansatz zur prak-
tischen Kopplung einer Steuerung.

(g = ND, = +KAdSD-q,-(q, —q,)/d, (Aussinken Detrituspq g )

Der Stickstoffgehalt des benthischen Detritus wird nur durch das Aussinken beeinfluf3t.

9.2.4. Stickstoff im Benthos

Der durch Autolyse abgebaute benthische Detritus erhéht den organischen Stickstoff im
Benthos. Eine Verringerung erfolgt durch den Abbau zu anorganischem Stickstoff durch
Mikroorganismen sowie die Durchmischung von Interstitial- und pelagischem Wasser.

4, = NO, = +KADB-tmD-q, -q,/TBEN  (Autolyse Detritus,, ., )
- KamiNO - tmi - q, (Abbau durch Mikroorganismen)
-KDU-(q, -, )- TPEL/(TBEN + TPEL)  (Durchmischung)

Beim anorganischen Stickstoff im Benthos tritt zusatzlich der Effekt der Denitrifikation
auf, durch den dieser verringert wird.
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o = NAO, = +KamiNO-tmi-q,  (Abbau durch Mikroorganismen)

- KDEN1-q,,“*"*/TBEN (Denitrifikation)
-KDU-(qy, — 0, )- TPEL/(TBEN + TPEL)  (Durchmischung)

9.2.5. Zusatzliche Konstanten und Startwerte der Zustandsgrofien

Neben den Konstanten des Minimalmodells werden beim erweiterten Modell einige neue
Konstanten verwendet:

o Aussinkrate des Detritus: KASD =0,023m-d™
o Aufwirbelungsrate des Detritus: KAWD =0,026d™

o Durchmischungsrate Interstitial- und pelagisches Wasser: KDU =0,065d™"

o Denitrifikationsrate des Anorganischen Stickstoffes im Benthos:
KDEN1=0,01(mg_at-m)"*.d™
KDEN2=0,75

° Abbaurate des Detritus im Benthos: KADB=0,033d*
o Tiefe des Pelagials: TPEL=1,8m
° Tiefe des Benthos: TBEN =0,05m

o Umsetzungsrate in Dauerdetritus: KDD=0,03d™"

Startwerte der ZustandsgroRRen des erweiterten Modells

. Blaualgen-Biomasse im Pelagial: 3,13 kcal-m?

o Blaualgen-Stickstoffgehalt im Pelagial: 1,33 mg_at-kcal™

e  Detritus im Pelagial: 35,3 kcal-m™

o Detritus-Stickstoffgehalt im Pelagial: 0,684 mg_at-kcal™

o Organischer Stickstoff im Pelagial: 123,5mg_at-m?

o Anorganischer Stickstoff im Pelagial: 34,4 mg_at-m?

o Detritus im Benthos: 17,5 kcal-m?

o Detritus-Stickstoffgehalt im Benthos: 0,61 mg_at-kcal™

o Organischer Stickstoff im Benthos: 125 mg_at-m?
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o Anorganischer Stickstoff im Benthos: 15,0 mg_at-m?

Die dargestellten Gleichungen wurden in einem ersten Test mit dem Programmsystem PSI
simuliert. Dabei wurden sinnvolle Ergebnisse erhalten. Die Struktur der Gleichungen ist
richtig, die Parameter mussen in ihrer Grol3e aber noch genauer aufeinander abgestimmt
werden.

Da in der vorliegenden Arbeit das Hauptaugenmerk auf der Optimierung des Minimalmo-
dells lag, wurden keine weiteren Untersuchungen mit dem erweiterten Modell durchge-
fihrt. In weitergehenden Arbeiten kdnnen diese Gleichungen aber als Grundlage genutzt
werden.

9.3. Umrechnung des Energiegehaltes des Detritus

Die Ergebnisse fur die Steuerung wurden bisher in der Einheit angegeben, die auch bei den
Rechnungen verwendet wurde, dem Energiegehalt des Detritus. Daraus kann aber noch
nicht direkt eine praktische GroRe wie Volumen oder Masse abgelesen werden. Deshalb
soll hier die Umrechnung vom Energiegehalt des Detritus in Volumen bzw. Masse angege-
ben werden.

Ausgangspunkt ist die in den Berechnungen benutzte GroRe: der Energiegehalt des benthi-
schen Detritus (g,) in der Einheit kcal-m?. Mit dem spezifischen Energiegehalt des Detri-

tus 18Rt sich die aschefreie Trockenmasse berechnen:

Energiegehalt pro Flache(q, )
spezifischer Energiegehalt(3,8kcal : gim)

AFTM =

Uber den Zwischenschritt Trockenmasse und mit dem Wassergehalt des Detritus kann die
Frischmasse berechnet werden:

Trockenmasse(TM ) = 2,5- AFTMWassergehalt = 75%
= Frischmasse(FM)=4,0-TM =10,0- AFTM

Mit der Dichte des DetrituS,,,
Genau wie die Frischmasse bezieht sich das VVolumen bisher noch auf die Flache. Durch
Multiplikation mit der Gesamtflache des Barther Boddens bekommt man die absoluten
GroRen der Steuerung:
_Q,-2,5-4,0-Flacheg e,
- 3,8 kcal -g™

=1,1t-m™ erhalt man aus der Frischmasse das \Volumen.

Masse

= Masse|, =q, -2, 6-Flacheg g,

|kcal-m'2 |km2

Inv.-Nr.: 200-93D-145 "Simulation und Optimierung eines Blaualgen-Wachstums-Modells", 1993
Technische Universitét llmenau Hartmut Pohlheim, http://www.pohlheim.com/



9. Erweiterung des Blaualgen-Modells Seite 57

Volumen| . = Masse|, -0,91

Da in dieser Arbeit mit dem Minimalmodell gearbeitet wurde, ist keine Steuerung flr den
benthischen Detritus, sondern nur fiir den pelagischen Detritus vorhanden. Mit den oben
angefihrten Gleichungen ist eine Umrechnung des pelagischen Detritus in Masse und Vo-
lumen moglich. Es darf aber nicht Gbersehen werden, dal} der pelagische Detritus z.Zt.
nicht direkt aus dem System entfernt werden kann. Trotzdem soll diese Umrechnung hier
gezeigt werden, um einen Eindruck von der GréRenordnung einer Steuerung zu erhalten.

Der pelagische Detritus wird in kcal - m™ berechnet. Deshalb wird statt der Flache mit dem
Volumen des Boddens gerechnet, bzw. mit der durchschnittlichen Wassertiefe
(TPEL=1,8m) das Volumen in die Flache umgerechnet. Damit ergibt sich die Masse zu:

Masse|, = |, , s 41 7 - FlaChe g ugenl o

kcal-m”

Bei einer Boddenflache von 80 km? ergibt sich fir die Steuerung in Abb. 13:
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Abb 22: Masse des zu entnehmenden Detritus pro Tag in Tonnen tber 5 Jahre

Mit dieser abschlieBenden Betrachtung wird die Suche nach einer optimalen Steuerung des
Blaualgen-Modells durch Detritusentnahme in dieser Arbeit abgeschlossen.
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10. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Anwendung der Simulation und Optimierung auf das Modell eines
Okosystem untersucht, das Blaualgenmodell des Barther Boddens.

Zu Beginn stand der Vergleich verschiedener Simulationsverfahren. Dabei wurden Aspekte
der Schrittweitensteuerung durch eingebettete VVerfahren sowie die Art der Schrittweiten-
anpassung besonders untersucht. Durch Auswahl des glnstigsten Verfahren kann die not-
wendige Schrittzahl der Simulation stark verringert werden. Im Hinblick auf die folgenden
Optimierungsrechnungen wurden das RUNGE-KUTTA-FEHLBERG-Verfahren 4.(5.)
Ordnung und das DORMAND-PRINCE-Verfahren 5.(4.) Ordnung verwendet.

Die Grundlagen der dynamischen Optimierung werden ausfiihrlich erldutert. Die dargestell-
te Theorie wird auf das Blaualgenmodell angewendet.

Fur die Optimierung wurden das Gradientenverfahren und konjugierte Gradientenverfahren
verwendet. Nach einer Erlauterung der zugrundeliegenden Uberlegungen folgt der Algo-
rithmus des Optimierungsprogramms.

Das Blaualgenmodell 1aBt sich durch Entnahme von Detritus steuern. Die berechnete opti-
male Steuerung hat dasselbe prinzipielle Verhalten wie der Stickstoffgehalt des Detritus.
Durch die Umrechnung des Energiegehaltes des Detritus in Masse und VVolumen konnte die
absolute GroéRenordnung der Steuerung gezeigt werden.

Alle Algorithmen wurden in einem in C erstellten Programm implementiert. Die Berech-
nungen sind in vertretbarer Zeit beendet, wobei die konkrete Parametrierung einen grof3en
EinfluB auf die Rechenzeit hat. Der Speicherbedarf stellt durch die Zwischenspeicherung
der Ergebnisse in Dateien kein Problem dar. Zur Laufzeit des Programms kénnen die Zwi-
schenergebnisse graphisch dargestellt werden. Eine Erweiterbarkeit des Programms sowie
die leichte Anpassung an veranderte Aufgabenstellungen ist durch die Modularisierung des
Programms problemlos mdéglich.

Am Ende wurde eine Erweiterung des Blaualgenmodells auf 10 Zustandsgréfien vorge-
stellt. Dazu erfolgt eine Unterteilung des Systems in 2 Schichten, Pelagial und Benthos. In
ersten Simulationen ergab dieses erweiterte Modell sinnvolle Ergebnisse.
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Simulation und Optimierung eines Blaualgen-Wachstums-Modells

vorgelegt von: Hartmut Pohlheim

1. Das verwendete Blaualgenmodell umfal3t den geschlossenen Stickstoffkreislauf des
Barther Bodden mit 6 Zustandsgréfien: Energiegehalt und Stickstoffgehalt von Blau-
algen und Detritus sowie organischer und anorganischer Stickstoff.

2. Mit dem mathematische Modell konnen risikolos viele Varianten der Bewirtschaf-
tung und Steuerung getestet werden. Eine Simulation dauert auf dem Rechner Minu-
ten, ein nicht vertretbares Experiment (mit vielleicht katastrophalen Folgen) wiirde
Jahre dauern.

3. Flrdie Simulation der Differentialgleichungen wurden verschiedene Verfahren im-
plementiert und verglichen.

4. Die neuen Simulationsverfahren (z.B. von DORMAND und PRINCE) ermdglichen
die einfache Kontrolle des lokalen Simulationsfehlers, der fir die Steuerung der
Schrittweite verwendet wird. Dadurch kann immer mit der héchstmdglichen Schritt-
weite gerechnet werden. Dies fuhrt zu einer deutlichen Verringerung der notwendi-
gen Schrittzahl.

5. Die Art der Anpassung der Schrittweite hat einen oft unterschétzten Einfluf auf die
absolute Anzahl an Simulationsschritten. Durch Einbeziehung des Vehéltnisses von
lokalem Simulationsfehler zu maximal zulassigem Simulationsfehler kann eine effek-
tive Veranderung erfolgen. Durch weitere Untersuchungen wurde der Nutzen einer
zusétzlichen Feinabstimmung gezeigt.

6. Zur Steuerung des Modells wurde die Entnahme von Detritus gewéhit.

7. Furdie Optimierung wurden das Gradientenverfahren sowie konjugierte Gradienten-
verfahren programmiert. Der Test der Verfahren fand am Modell des Doppelintegra-
tors statt. Das beste Konvergenzverhalten zeigten das Gradientenverfahren und das
konjugierte Gradientenverfahren nach FLETCHER/REEVES.

8. Die Steuerbarkeit des Modells durch Detritusentnahme konnte gezeigt werden.
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10.

11.

12.

13.

Eine kurzfristige Beeinflussung des Blaualgenmodells (1 Jahr) durch Steuerung ist
nicht moglich. Steuerungsstrategien mussen langfristig (> 2 Jahre) angelegt werden.
Deshalb wurde die Optimierung tber einen Zeitraum von 5 Jahren durchgefiihrt.

Die optimale Steuerung fir die Detritusentnahme hat den gleichen prinzipiellen Ver-
lauf wie der Stickstoffgehalt des Detritus.

Mit der Umrechnung des Energiegehaltes des Detritus in Masse Detritus konnte die
absolute GroRe der berechneten Steuerung gezeigt werden.

Am Ende der Arbeit wird eine Erweiterung des Blaualgenmodells vorgestellt. Mit der
Unterteilung des Modells in 2 Schichten (Pelagial und Benthos) kann eine bessere
strukturelle Nachbildung des Systems erreicht werden. Eine erste Simulation des er-
weiterten Modells brachte sinnvolle Ergebnisse.

Das in C erstellte Programm kann leicht an verschiedenste Aufgabenstellungen ange-
palt werden. Damit besteht die Mdglichkeit, unterschiedliche Aspekte eines Modells
zu untersuchen. Auflierdem kann das Programm als Grundlage flr weitergehende Ar-
beiten dienen.
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